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DUALIT ´E ET PRINCIPE LOCAL-GLOBAL POUR LES
TORES SUR UNE COURBE AU-DESSUS DE C((t))
par
Jean-Louis Colliot-The´le`ne & David Harari
Re´sume´. — Pour K un corps global (corps de nombres ou corps de fonc-
tions d’une variable sur un corps fini F ), on dispose de the´ore`mes de dualite´
classiques (Tate, Poitou, Nakayama) pour la cohomologie galoisienne a` valeurs
dans des tores et des modules abe´liens finis.
Nous e´tablissons de tels the´ore`mes pour K le corps des fonctions d’une
courbe projective et lisse sur le corps F = C((t)) des se´ries formelles en
une variable sur le corps des complexes. Cela permet de controˆler le de´faut du
principe de Hasse et l’approximation faible pour les espaces homoge`nes sous
un tore.
Il y a ici des diffe´rences avec le cas classique (K corps global), et aussi avec
le cas re´cemment e´tudie´ ou` K est un corps de fonctions d’une variable sur un
corps p-adique. Par exemple, la K-rationalite´ d’un tore n’implique pas ici la
validite´ du principe de Hasse pour ses espaces principaux homoge`nes.
Abstract. — Over a global field K (number field, or function field of a curve
over a finite field F ), arithmetic duality theorems for the Galois cohomology
of tori and finite Galois modules have long been known. More recent work
investigates the case where K is the function fields of of a curve over a p-adic
field.
For K the function field of a curve over the formal series field F = C((t)),
we establish analogous duality theorems. We thus control the obstruction to the
local-global principle and to weak approximation for homogeneous spaces of
tori.
There are differences with the afore described cases. For example the Hasse
principle need not hold for principal homogeneous spaces of a K-rational to-
rus.
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Introduction
Soient k le corps des fractions d’un anneau de valuation discre`te, de corps
re´siduel κ, et K le corps des fonctions d’une courbe C projective, lisse,
ge´ome´triquement inte`gre sur k. Dans plusieurs travaux re´cents, on s’est
inte´resse´ au principle local-global pour les points rationnels des espaces
principaux homoge`nes (torseurs) sous un k-groupe line´aire G. Citons ici les
travaux de Harbater, Hartmann et Krashen [18, 19, 20], ceux de Parimala,
Suresh et l’un des auteurs du pre´sent article [6], et ceux de l’autre auteur avec
Szamuely [17] et avec Scheiderer et Szamuely [14].
On peut s’inte´resser au principe local-global pour au moins deux familles
de comple´tions Kv de K par rapport a` des valuations discre`tes de rang 1.
(i) Les comple´tions par rapport aux valuations triviales sur k, c’est-a`-dire
les valuations correspondant aux points ferme´s de la k-courbe C.
(ii) Les comple´tions par rapport a` toutes les valuations sur K, y compris
celles qui induisent la valuation du corps complet k.
Harbater, Hartmann et Krashen ont montre´ que si le K-groupe G est
connexe et K-rationnel, alors dans le cas (ii) on a un principe local-global
pour les torseurs sous G.
Supposons de´sormais κ = C et k = C((t)) (plus ge´ne´ralement tous
les re´sultats de cet article sont valables en remplac¸ant C par un corps
alge´briquement clos de caracte´ristique ze´ro).
Dans ce cas K est un corps de dimension cohomologique 2 et pre´sente des
analogies avec les corps globaux de caracte´ristique positive, i.e. avec les corps
de fonctions d’une variable sur un corps fini. Une diffe´rence importante est
l’absence d’un the´ore`me de Tchebotarev sur un tel corps. Ainsi un e´le´ment de
K peut par exemple eˆtre un carre´ dans tous les comple´te´s Kv pour v ∈ Ω sans
eˆtre un carre´ dans K.
Dans le cas (i), le principe local-global ne vaut pas en ge´ne´ral pour
les points rationnels des torseurs sous un K-tore K-rationnel (voir
l’exemple 2.10) a` la diffe´rence de ce qui se passe sur un corps de nombres
(Voskresenskiıˇ, voir [28], Cor. 9.7) ou sur le corps des fonctions d’une courbe
p-adique ([17], Cor. 5.7). Autrement dit, avec les notations ci-dessous, on
peut avoir X 1(K, T ) 6= 0 meˆme pour un tore T qui est K-rationnel. Dans
[6], on donne aussi des exemples de K-tore alge´brique – non K-rationnel –
pour lequel le principe local-global pour les points rationnels des torseurs ne
vaut pas dans le cas (ii).
Au vu des re´sultats classiques sur un corps global comme ceux de Vos-
kresenskiıˇ ([31]) et Sansuc ([28]), on se demande alors : peut-on controˆler
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le de´faut du principe de Hasse (et aussi de l’approximation faible) au moyen
d’un accouplement cohomologique ?
Soit Ω l’ensemble des points ferme´s de la k-courbe C. Pour tout K-sche´ma
en groupes commutatif G, et tout entier i ≥ 0, on de´finit le groupe abe´lien
X
i(K,G) = Ker[H i(K,G)→
∏
v∈Ω
H i(Kv, G)].
Si K est sous-entendu, on abre`gera parfois X i(K,G) en X i(G).
Soit µn le groupe des racines n-ie`me de l’unite´ dans k, on note Q/Z(−1)
la limite inductive des Z/n(−1) := Hom(µn,Z/n). C’est un groupe abe´lien
isomorphe (non canoniquement) a` Q/Z.
Les principaux re´sultats de dualite´ obtenus dans cet article sont rassemble´s
dans le the´ore`me suivant, e´tabli au §7.
The´ore`me. Soient T un K-tore et T̂ son groupe des caracte`res. Il existe
des accouplements de groupes de torsion
X
1(K, T )×X 2(K, T̂ )→ Q/Z(−1)
et
X
1(K, T̂ )×X 2(K, T )→ Q/Z(−1)
qui par passage au quotient par les sous-groupes divisibles maximaux in-
duisent des accouplements parfaits de groupes finis
X
1(K, T )×X 2(K, T̂ )/Div→ Q/Z(−1)
et
X
1(K, T̂ )×X 2(K, T )/Div→ Q/Z(−1).
Il s’agit en principe d’adapter les arguments donne´s dans [17]. Dans [17],
on s’inte´resse au cas ou`K est le corps des fonctions d’une courbe sur un corps
p-adique. Dans ce cas-la`, il y a un seul type de dualite´ a` e´tudier, a` savoir
X
1(K, T )×X 2(K, T ′)→ Q/Z,
ou` T ′ est le K-tore dual de T . En effet les roˆles de T et T ′ sont interchan-
geables. Ici il nous faut e´tudier deux accouplements distincts (comme dans le
cas des corps globaux).
Une conse´quence (Cor. 8.3) du the´ore`me pre´ce´dent est que comme dans le
cas des corps de nombres, l’obstruction au principe de Hasse pour un espace
principal homoge`ne Y d’un K-tore est controˆle´e par un certain sous-groupe
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du groupe de Brauer alge´brique Br1Y , constitue´ des e´le´ments dont la restric-
tion a` Br(Y ×K Kv) est constante en toute place v ∈ C(1).
On verra aussi (Proposition 9.14) qu’a` la diffe´rence du cas des corps glo-
baux, il existe des contre-exemples a` l’approximation faible pour un tore qui
ne sont pas controˆle´s par le groupe de Brauer non ramifie´ du tore. Comme la
dimension cohomologique de K est 2, on ne peut ici espe´rer utiliser comme
substitut du groupe de Brauer le groupe H3 non ramifie´, comme le font Schei-
derer, Szamuely et le second auteur [14] sur les corps de fonctions d’une
variable sur un corps p-adique.
Ne´anmoins on verra qu’on a encore une suite exacte a` la Voskresenskiıˇ-
Sansuc de´crivant le de´faut d’approximation faible (The´ore`me 9.11).
Il resterait a` comprendre s’il y a une relation entre les obstructions au prin-
cipe local-global par rapport aux places de K triviales sur k, comme e´tudie´es
dans le pre´sent article, et les obstructions supe´rieures, par rapport a` toutes
les valuations de K, et faisant intervenir des lois de re´ciprocite´ aux points de
codimension 2 sur les surfaces arithme´tiques, utilise´es dans [6].
Notations
Soit A un groupe abe´lien (qu’on supposera toujours e´quipe´ de la topologie
discre`te si on ne de´finit pas une autre topologie dessus). Pour n > 0 entier on
note nA ⊂ A le sous-groupe des e´le´ments annule´s par n. Pour ℓ premier, on
noteA{l} ⊂ A la torsion ℓ-primaire deA. On noteA(ℓ) la limite projective des
A/ℓnA. On note AD = Homc(A,Q/Z(−1)) le groupe des homomorphismes
continus de A dans Q/Z(−1). Le foncteur (.)D est exact sur la cate´gorie des
groupes discrets, et il re´alise de plus une anti-e´quivalence de cate´gories entre
les groupes discrets de torsion et les groupes profinis.
Dans tout ce texte, la cohomologie utilise´e est la cohomologie e´tale (ou
galoisienne si on travaille sur un corps). Soit C une courbe projective et lisse
sur un corps k (dont on notera k¯ une cloˆture alge´brique) ; soient U un ouvert
de Zariski non vide de C et jU : U → C l’inclusion. Pour tout faisceau e´tale
F sur U , on note (jU)!F le prolongement de F par ze´ro et pour tout i ≥ 0
entier on note
H ic(U,F) := H i(C, (jU)!F)
les groupes de cohomologie e´tale a` support compact (cf. [23], Prop. III.1.29).
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1. Les corps
Soient k = C((t)) et K = C((t))(C) le corps des fonctions d’une courbe
C projective, lisse, ge´ome´triquement connexe sur k. Dans la terminologie de
[25], ce sont des corps (lg).
Pour tout point ferme´ v de C, le corps re´siduel est une extension finie
de C((t)), donc de la forme C((s)) avec s = t1/n pour n convenable, et le
corps des fractions du comple´te´ de l’anneau local de C en v est isomorphe a`
C((s))((u)).
Une extension finie d’un corps K = C((t))(C) est de la forme C((t′))(C ′)
pour C ′ une courbe ge´ome´triquement connexe convenable sur un corps
C((t′)).
Une extension finie d’un corps C((s))((u)) est de la forme C((s′))((u′)).
Un corps K de la forme C((t))(C) ou C((s))((u)) a les proprie´te´s sui-
vantes. Toute extension finie de K est encore du meˆme type. Le corps K est
un corps C2 – puisque C((t)) est un corps C1. Le corps K est de dimension
cohomologique 2. L’extension abe´lienne maximale de K est un corps C1,
donc de dimension cohomologique 1. Ceci re´sulte simplement du fait que la
cloˆture alge´brique de C((t)) est, d’apre`s le the´ore`me de Puiseux, une exten-
sion abe´lienne de C((t)).
Pour toute alge`bre simple centrale sur K , la norme re´duite est surjective :
ceci re´sulte du fait que K est un corps C2.
Pour toute alge`bre simple centrale D sur K, indice et exposant de
l’alge`bre D coı¨ncident. Pour la partie 2-primaire et la partie 3-primaire, c’est
une conse´quence connue (M. Artin) de la proprie´te´ C2. Pour le cas local, il
suffit de renvoyer a` [4, Thm. 1.5]. Pour le cas C((t))(C), comme le mentionne
Parimala [25], cela peut se voir soit en utilisant la me´thode de scindage de la
ramification de Saltman [27], soit par la me´thode de recollement de corps de
Harbater, Hartmann et Krashen [18, Thm. 5.5].
Soit L/K une extension finie galoisienne de K = C((t))(C). Ceci cor-
respond a` un reveˆtement fini e´ventuellement ramifie´ de courbes inte`gres
re´gulie`res D → C propres au-dessus du corps k = C((t)). Pour v ∈ C(1)
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un point ferme´ ou` D → C est e´tale, et w ∈ D(1) point ferme´ au-dessus de
v, le groupe de de´composition s’identifie au groupe de Galois des extensions
de corps re´siduelles. Comme toute extension finie de C((t)), cette extension
est cyclique. Ainsi presque tous les groupes de de´composition sont cycliques,
comme dans le cas des extensions galoisiennes de corps globaux.
Par contre on n’a pas l’analogue du the´ore`me de Tchebotarev : Pour une
extension L/K cyclique, il se peut qu’aucun groupe de de´composition ne soit
e´gal au groupe de Galois de L/K. Voici un exemple : on prend une isoge´nie
cyclique D0 → C0 de courbes elliptiques sur C. On e´tend la situation a`
C((t)). Pour toute extension finie C((s))/C((t), l’application D(C((s))) →
C(C((s))) est surjective. Ainsi tous les groupes de de´composition sont tri-
viaux.
Des exemples similaires se trouvent dans [26].
2. Cohomologie a` coefficients µn et Gm
On dit qu’un corps k est a` cohomologie galoisienne finie si pour tout mo-
dule galoisien fini M et tout i ≥ 0, le groupe H i(k,M) est fini.
2.1. Cohomologie e´tale des courbes. — Soient k = C((t)) et k =
∪nC((t1/n)). Soit g = Gal(k/k). On a un isomorphisme naturel g = Ẑ(1).
Proposition 2.1. — Soit C/k une courbe projective lisse ge´ome´triquement
connexe de jacobienne J , et soit K = k(C) son corps des fonctions. Soit
C = C ×k k. On note I(C) l’indice de C (i.e. le pgcd des degre´s sur k des
points ferme´s de C) de la courbe.
(i) Pour tout entier n ≥ 1, et tout entier i ∈ Z, on a des isomorphismes
canoniques H2(C, µ⊗in ) = µ⊗i−1n et H2(C,Q/Z(i)) = Q/Z(i− 1).
(ii) Pour tout entier n ≥ 1, et tout entier i ∈ Z, on a des isomorphismes
canoniques H3(C, µ⊗in ) = µ⊗i−2n et H3(C,Q/Z(i)) = Q/Z(i− 2).
(iii) Soit U ⊂ C, U 6= C un ouvert de C. On a H3(U,Gm) = 0 et
H3c (U,Gm) = H
3(C,Gm) = Q/Z(−1). Pour tout entier n ≥ 1 et tout i ∈ Z
on a H3c (U, µ
⊗i
n ) = H
3(C, µ⊗in ) = µ
⊗i−2
n , et H
3(U, µ⊗in ) = 0. De plus les
groupes Hr(U, µ⊗in ) sont finis pour tout r ≥ 0 et tout i ∈ Z, et le groupe de
Brauer BrC est un groupe divisible de type cofini, quotient de H1(k, J) par
un groupe cyclique d’ordre I(C).
(iv) Pour chaque place v ∈ Ω, on a Br(Kv) ≃→H1(κv,Q/Z) = Q/Z(−1).
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(v) On a une suite exacte naturelle
0→ BrC → BrK →
⊕
v∈C1
BrKv → Q/Z(−1)→ 0.
De´monstration. — Pour tout entier n ≥ 1 on a la suite exacte de Kummer
1→ µn → Gm x 7→x
n−→ Gm → 1.
Le the´ore`me de Tsen et les proprie´te´s connues du groupe de Brauer donnent
H2(C,Gm) = 0. De la suite de Kummer et de la structure du sche´ma de
Picard on de´duit
Z/n = PicC/n
≃→H2(C, µn).
Ceci donne (i).
Comme on a cd(k) ≤ 1 et H i(C, µ⊗in ) = 0 pour i ≥ 3, la suite spectrale
Epq2 = H
p(k,Hq(C, µ⊗in )) =⇒ Hn(C, µ⊗in )
donne
H3(C, µn) = H
1(k,H2(C, µ⊗in )) = H
1(k, µ⊗i−1n ) = µ
⊗i−2
n ,
ce qui donne (ii).
On a Hq(C,Gm) = 0 pour q ≥ 2. La suite spectrale
Epq2 = H
p(k,Hq(C,Gm)) =⇒ Hn(C,Gm)
et la nullite´ de H2(k,Pic0C) (qui vient de ce que Pic0C est divisible) donne
H3(C,Gm) = H
2(k,PicC) = H2(k,Z) = H1(k,Q/Z) = Q/Z(−1).
La suite spectrale analogue pour U donne la finitude de Hr(U, µ⊗in ) via [23],
Th. VI.5.5 qui vaut sur un corps alge´briquement clos. Cette meˆme suite
spectrale donne H3(U,Gm) = H2(k,PicU). Le groupe PicC est extension
de Z par un groupe divisible. Pour U ouvert strict de C, le groupe PicU
est donc extension d’un groupe fini par un groupe divisible. Ceci implique
H2(k,PicU) = 0, et donc H3(U,Gm) = 0. De meˆme H3(U, µ⊗in ) = 0 car
cd(k) ≤ 1 et Hq(U, µ⊗in ) = 0 pour q > 1 vu que U est une courbe affine sur
un corps alge´briquement clos.
Les corps κ(v) sont de dimension cohomologique 1, les Hq(κ(v),Gm) sont
donc nuls pour q ≥ 2. La proposition 3.1 (2) de [17] donne l’isomorphisme
H3c (U,Gm)
≃→H3(C,Gm) et H3c (U, µ⊗in ) = H3(C, µ⊗in ) pour tout i ∈ Z.
Enfin on de´duit aussi de la suite spectrale et de la nullite´ de BrC (Tsen) un
isomorphisme
H1(k,PicC) = BrC.
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De la suite exacte
0→ J(k)→ PicC → Z→ 0
et de cd(k) ≤ 1 on de´duit la suite exacte
0→ Z/I(C)→ H1(k, J)→ H1(k,PicC)→ 0
car H1(k,Z) = 0. De cd(k) ≤ 1 et de la divisibilite´ de J on de´duit que
H1(k, J) est divisible, ce qui implique la divisiblite´ de BrC. Ceci e´tablit (iii).
L’e´nonce´ (iv) est standard. Le calcul de H3(C,Gm) et la nullite´ de
H3(K,Gm), ainsi que les isomorphismes H2(Kv,Gm)
≃→ H1(κv,Q/Z) et
[13, III, Prop. (2.1)] donnent l’e´nonce´ (v). On peut aussi l’obtenir a` moindres
frais en prenant la cohomologie galoisienne de la suite exacte
1→ k(C)×/k× → Div C → PicC → 0.

Remarque 2.2. — Certains des re´sultats de cette sous-section sont discute´s
dans [24, Chap. I, Appendix A, p. 131–138].
2.2. Les groupes X 1(K,µ⊗in ). —
Proposition 2.3. — Soient F un corps de caracte´ristique nulle, k = F ((t)),
et C une k-courbe projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre. Soit K le corps
des fonctions de C. Soit C/F [[t]] un F [[t]]-mode`le re´gulier, inte`gre, projectif
de C/k. Soit C0/F la fibre spe´ciale et C0 = (C0)red la fibre spe´ciale re´duite
de C/F [[t]].
Conside´rons les groupes suivants.
(i) Le groupe X 1(K,µn) = Ker[H1(K,µn)→
∏
v∈ΩH
1(Kv, µn)].
(ii) Le noyau de la fle`che d’e´valuation H1(C, µn)→
∏
v∈ΩH
1(κv, µn), ou`
κv de´signe le corps re´siduel en v.
(iii) Le groupe H1(C, µn).
(iv) Le groupe H1(C0, µn).
(v) Le groupe H1(C0, µn).
Ils s’identifient tous a` des sous-groupes de H1(C, µn) ⊂ H1(K,µn).
Les groupes (i) et (ii) coı¨ncident. Les groupes (iii), (iv), (v) coı¨ncident. Le
groupe (ii) est un sous-groupe du groupe (iii).
Si F est alge´briquement clos, tous les groupes coı¨ncident, et ce sont des
groupes finis.
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De´monstration. — On a la suite exacte
0→ H1(C, µn)→ H1(K,µn)→
⊕
v∈C(1)
Z/n,
la suite exacte compatible
0→ H1(Ov, µn)→ H1(Kv, µn)→ Z/n,
et des isomorphismes
H1(Ov, µn)
≃→H1(κv, µn).
Ceci e´tablit l’isomorphisme entre (i) et (ii).
Comme C est re´gulier, le morphisme Spec K →֒ C induit un isomorphisme
µn,C
≃→ i∗µn,K . On a donc des plongements
H1(C, µn) →֒ H1(C, µn) →֒ H1(K,µn).
Soit ξ ∈ H1(C, µn) dans le groupe (ii). Soit E ⊂ C0 une composante
inte`gre de la fibre spe´ciale C0. Soit P un point ferme´ lisse de E qui n’ap-
partient a` aucune autre composante de C0. Il existe un sous-sche´ma re´gulier
inte`gre Z ⊂ C, fini sur C[[t]], intersectant E transversalement au point P .
Soit v ∈ C(1) le point ge´ne´rique de Z. Les restrictions de C a` v et de E a` P
induisent un diagramme commutatif pour les fle`ches re´sidus :
H1(C, µn)
∂C(E)−−−→ Z/ny
y=
H1(κv, µn)
∂P−−−→ Z/n.
Comme ξ a une image nulle dans H1(κv, µn), le re´sidu de ξ en E est nul.
Ainsi tous les re´sidus de ξ aux points de codimension 1 du sche´ma re´gulier C
sont nuls, ceci implique ξ ∈ H1(C, µn). Le groupe (ii) est donc dans le groupe
(iii).
L’isomorphisme entre les groupes (iii) et (iv) est un cas spe´cial du the´ore`me
de changement de base propre ([23, VI, Cor. 2.7]).
L’isomorphisme entre les groupes (iv) et (v) : la cohomologie e´tale a` coef-
ficients Z/n est invariante par passage au sous-sche´ma re´duit (cela vient de ce
que si X est un sche´ma, les petits sites e´tales de X et Xred sont isomorphes,
ce qui re´sulte formellement de [23], Th. I.3.23).
L’adhe´rence d’un point v de C dans C est un sche´ma Zv inte`gre fini sur
F [[t]], hense´lien, de corps des fractions κv. SupposonsF alge´briquement clos.
On a alors H1(Z, µn) = 0. La fle`che de restriction compose´e H1(C, µn) →
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H1(Z, µn) → H1(κv, µn) est donc nulle. Ainsi le groupe (iii) est un sous-
groupe du groupe (ii). Dans ce cas on a de´ja` que H1(C, µn) est fini via la suite
spectrale de Hochschild-Serre car le corps k est a` cohomologie galoisienne
finie et H1(C, µn) est fini par [23], Th. VI.5.5.

Corollaire 2.4. — Soient k = C((t)), C une k-courbe projective, lisse,
ge´ome´triquement inte`gre et C/C[[t]] un mode`le inte`gre re´gulier et propre de
C/k. Soit K le corps des fonctions de C. Soit C0 la fibre spe´ciale et C0 la
fibre spe´ciale re´duite. Les groupes suivants s’identifient naturellement a` un
meˆme sous-groupe fini de H1(K,Z/n).
(i) Le groupe X 1(K,Z/n) = Ker[H1(K,Z/n)→∏v∈ΩH1(Kv,Z/n)].
(ii) Le noyau de la fle`che d’e´valuation H1(C,Z/n)→∏v∈ΩH1(κv,Z/n),
ou` κv de´signe le corps re´siduel en v.
(iii) Le groupe H1(C,Z/n).
(iv) Le groupe H1(C0,Z/n).
(v) Le groupe H1(C0,Z/n).
Corollaire 2.5. — Soient k = C((t)), C une k-courbe projective, lisse,
ge´ome´triquement inte`gre. Le groupe X 1(K,Q/Z) est un groupe divisible de
type cofini.
De´monstration. — D’apre`s le corollaire 2.4, le groupe X 1(K,Q/Z) est iso-
morphe a` H1(C0,Q/Z), ou` C0 est une courbe propre sur C. Il suffit alors
d’utiliser la proposition bien connue suivante :
Soit C une courbe propre sur un corps alge´briquement clos de ca-
racte´ristique ze´ro. Alors le groupe H1(C,Q/Z) est un groupe divisible.
Faute de re´fe´rence, nous indiquons une preuve de cette proposition. On
peut supposer C re´duite. Soit π : C˜ → C la normalisation. On dispose d’une
suite exacte de faisceaux
0→ Q/Z→ π∗(Q/Z)→
⊕
m∈S
(im)∗Fm → 0
ou` S est un ensemble fini de points de C et ou` chaque Fm est une somme
directe d’exemplaires de Q/Z. On en de´duit une suite exacte⊕
Fm → H1(C,Q/Z)→ H1(C˜,Q/Z)→ 0.
La courbe C˜ est une union disjointe de courbes propres et lisses, pour une telle
courbe D, le groupe H1(D,Q/Z) s’identifie au groupe des points de torsion
de la jacobienne, qui est un groupe divisible.
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
Pour tout module galoisien M et tout i > 0, on notera X iω(K,M) (ou
simplement X iω(M) siK est sous-entendu) le sous-groupe de H i(K,M) des
e´le´ments d’image nulle dans tous les H i(Kv,M) sauf peut-eˆtre un nombre
fini.
Proposition 2.6. — Soit k = C((t)).
(i) On a X 1(K,µn) = X 1ω(K,µn).
(ii) On a X 1(K,Z/n) = X 1ω(K,Z/n).
(iii) On a X 1(K,Q/Z) = X 1ω(K,Q/Z), et ce groupe est divisible.
(iv) Pour tout Gal(K/K)-module de permutation P , on a X 2(K,P ) =
X
2
ω(K,P ), et ce groupe est divisible.
De´monstration. — L’e´nonce´ (i) implique clairement (ii) et (iii), la divisibilite´
venant du corollaire 2.5. Soit L/K une extension finie de corps, et GL ⊂
GK les groupes de Galois absolus. Soit P = Z[GK/GL]. On a H2(K,P ) =
H2(L,Z) et l’e´nonce´ analogue sur tout comple´te´ Kv de K. On a donc
X
2
ωK
(K,P ) = X2ωL(L,Z) = X
1
ωL
(L,Q/Z) = X1(L,Q/Z) = X2(K,P )
par application du re´sultat (iii) au corps L, qui est le corps des fonctions d’une
courbe sur un corps extension finie de C((t)), donc isomorphe a` C((t)). La
divisibilite´ du groupe conside´re´ suit aussi de (iii).
Il suffit donc d’e´tablir l’e´nonce´ (i).
On a H1(K,µn) = K×/K×n et H1(Kv, µn) = K×v /K×nv . Soit f ∈ K×
dont l’image dans H1(K,µn) est dans X 1ω(K,µn). Supposons d’abord v(f)
nul modulo n pour toute place v ∈ C(1). Alors le reveˆtement D := C(n√f)
de C est e´tale. Pour toute extension finie k′ de k, l’image de l’application
D(k′) → C(k′) est ferme´e par proprete´ de D → C, et le comple´mentaire
de cette image dans C(k′) est fini car par hypothe`se, le reveˆtement D → C
est totalement de´compose´ en presque toute place v ∈ C(1). On en de´duit
que D(k′) → C(k′) est surjectif, et le reveˆtement D → C e´tant e´tale, ceci
implique qu’il est totalement de´compose´ en toute place v ∈ C(1), i.e. la classe
de f est dans X 1(K,µn).
Supposons de´sormais qu’il existe v ∈ C(1) avec v(f) non nul modulo n.
Soit P le point ferme´ de C de´fini par v et soit L = κv son corps re´siduel.
Soit π ∈ K× une uniformisante de CL en P . On a donc f = u.πr avec
r 6= 0 mod n et u ∈ K× unite´ en P .
Par le the´ore`me des fonctions implicites sur le corps L, il existe un voi-
sinage ouvert analytique U ⊂ C(L) de P et un ouvert V ⊂ L contenant 0
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tel que π induise un isomorphisme entre U et V . Pour U suffisamment petit,
et Q ∈ U , Q 6= P , la classe de u(Q) dans L×/L×n ≃→ Z/n est constante,
et la classe de π(Q) prend toutes les valeurs dans L×/L×n ≃→ Z/n. Il existe
donc une infinite´ de points Q ∈ C(L), de valuation associe´e v = vQ, tels que
v(f(Q)) 6= 0 mod n, et donc f /∈ K×v /K×nv . Pour conclure que toute classe
dans X 1ω(K,µn) appartient a` H1(C, µn), il suffit de montrer qu’on peut trou-
ver une infinite´ de pointsQ comme ci-dessus qui de plus de´finissent des points
ferme´s de C. Or, pour U suffisamment petit, U \ P est une union finie de n
ouverts non vides Ui, i = 1, . . . , n tels que sur Ui on ait vL(π(Q)) = i ∈ Z/n.
On conclut avec le lemme suivant :
Lemme 2.7. — Soient K un corps complet pour une valuation discre`te et
L/K une extension finie se´parable. Soit X une K-varie´te´ lisse inte`gre. Dans
X(L), la re´union des X(F ) ⊂ X(L) pour F/K sous-extension propre de
L/K est un ferme´ dont le comple´mentaire est dense dans X(L).
Le lemme se montre facilement en se ramenant (via le the´ore`me des fonc-
tions implicites) au cas ou` X est l’espace affine, en prenant un ouvert de
Zariski non vide de X e´quipe´ d’un morphisme e´tale vers AnK .

Remarques 2.8. — (1) Soit k = C((t)) et C une k-courbe projective, lisse,
ge´ome´triquement inte`gre d’indice I = I(C) > 1. Alors l’application com-
pose´e
H1(k,Z/I)→ H1(C,Z/I)→
∏
v∈Ω
H1(κv,Z/I)
est nulle, et l’application compose´e
H1(k,Z/I)→ H1(C,Z/I)→ H1(K,Z/I)
est injective. On a donc dans ce cas
Z/I ≃ H1(k,Z/I) ⊂X 1(K,Z/I) ⊂X 1(K,Q/Z).
(2) Un exemple concret est fourni par la courbe C d’e´quation
X3 + tY 3 + t2Z3 = 0.
On a I(C) = 3. La classe de t ∈ k×/k×3 s’annule dans tout κ×v /κ×3v , c’est un
e´le´ment non nul de X 1(Z/3). Le mode`le re´gulier minimal de C a une fibre
spe´ciale de type 3I0. La courbe C0 e´tant une courbe elliptique (lisse) sur C, le
corollaire 2.4 donne donc X 1(K,Z/3) = (Z/3)2.
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(3) Comme dans [6], on peut conside´rer le sous-groupe
X
1
total(K,Z/n) = Ker[H
1(K,Z/n)→
∏
v∈C(1)
H1(Kv,Z/n)]
de X 1(K,Z/n). Il s’identifie au groupe des e´le´ments de H1(C0,Z/n) qui
s’annulent au point ge´ne´rique de chaque composante connexe de C0. On peut
aussi ve´rifier qu’il s’identifie au groupe des e´le´ments de H1(K,Z/n) dont
la restriction a` tout comple´te´ de K en une valuation discre`te de rang 1 quel-
conque de K est nulle.
Le groupe X 1total(K,Z/n) est nul si la fibre spe´ciale re´duite C0 est lisse,
car H1(C0,Z/n) → H1(C(C0),Z/n) est alors injectif. Ceci s’applique a`
l’exemple (2) ci-dessus.
Si chaque composante de C0 est une courbe lisse de genre ze´ro, les ap-
plications de restriction de H1(C0,Z/n) au point ge´ne´rique de chaque com-
posante se factorisent par H1(P1C,Z/n) = 0, on a alors X 1total(K,Z/n) =
H1(C0,Z/n). Un exemple avec X 1total(K,Z/n) non nul est donc fourni par
toute courbe elliptique C/k dont la fibre spe´ciale est de type Im avec m ≥ 2.
Comparer avec les paragraphes 7 et 8 (et particulie`rement le corollaire 8.1) de
[19].
(4) Si K est un corps de nombres, le the´ore`me de Tchebotarev donne
X
1(K,Z/n) = X 1ω(K,Z/n) = 0, et de meˆme avec Q/Z au lieu de Z/n. On
a donc aussi dans ce cas X 2ω(K,P ) = X 2(K,P ) = 0 pour tout module de
permutation P . Par contre X 1ω(K,µn) peut contenir strictement X 1(K,µn),
c’est par exemple le cas pour K = Q et n = 8 (Grunwald-Wang).
2.3. Le groupe X 2(K,µn). —
Proposition 2.9. — Soient k = C((t)), C une k-courbe projective, lisse,
ge´ome´triquement inte`gre et C/C[[t]] un mode`le inte`gre re´gulier et propre de
C/k. SoitK le corps des fonctions de C. Soit C0 la fibre spe´ciale et C0 la fibre
spe´ciale re´duite. Les groupes suivants s’identifient naturellement a` un meˆme
sous-groupe fini de H2(K,µn).
(i) Le groupe X 2(K,µn) = Ker[H2(K,µn)→
∏
v∈ΩH
2(Kv, µn)].
(ii) Le groupe nBr(C).
(iii) Le groupe H3C0(C, µn).
(iv) Le groupe Hom(H1(C0, µn),Z/n).
(v) Le groupe Hom(X 1(K,µn),Z/n).
De´monstration. — On a H2(K,µn) =n BrK et H2(Kv, µn) =n BrKv ; la
proposition 2.1(v) montre que les groupes (i) et (ii) coı¨ncident.
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On a BrC ≃→ BrC0 = 0 (Artin, Grothendieck [13, III, Thm. 3.1 et Cor.
5.8]). Comme C est re´gulier, la restriction Pic C → PicC est surjective. De la
suite exacte de localisation pour la cohomologie a` support
H2(C, µn)→ H2(C, µn)→ H3C0(C, µn)→ H3(C, µn)
et de la suite de Kummer pour C et pour C on de´duit donc une suite exacte
0→n Br(C)→ H3C0(C, µn)→ H3(C, µn).
Le the´ore`me de changement de base propre donne
H3(C, µn) ≃→ H3(C0, µn) = 0.
On a donc nBr(C)
≃→ H3C0(C, µn). L’isomorphisme entre les groupes (iii) et(iv) est un cas particulier d’un the´ore`me ge´ne´ral de dualite´ qu’on peut trouver
explicite´ dans [9, Prop. 2.6].
L’identification entre le groupe (iv) et le groupe (v) re´sulte alors de la pro-
position 2.3. 
Exemple 2.10. — D’apre`s les propositions 2.1 et 2.9, on a les e´galite´s
nBrC = Ker[nBrK →
∏
v nBrKv] et nBr(C) = Hom(H
1(C0, µn),Z/n).
Supposons H1(C0, µn) 6= 0. Soit α 6= 0 dans Ker[nBrK →
∏
v nBrKv]. Il
existe une extension finie L/K de corps, avec αL = 0 ∈ BrL, extension
qu’on peut prendre de degre´ divisant n, car pour toute alge`bre simple centrale
D sur K, indice et exposant de D coı¨ncident, comme rappele´ au §1. Le
plongement naturel Gm,K → RL/KGm,L induit une suite exacte de K-tores
alge´briques
1→ Gm,K → RL/KGm,L → T → 1.
Les suites de cohomologie associe´es sur K et sur les Kv, le the´ore`me de
Hilbert 90 et le lemme de Shapiro donnent une suite exacte
0→X 1(K, T )→X 2(K,Gm)→X 2(L,Gm).
On a donc X 1(K, T ) 6= 0. On notera que le K-tore T est K-birationnel a`
l’espace projectif. La situation ici est donc diffe´rente de celle qui vaut sur les
corps globaux ([28], Cor. 9.7) ou sur les corps de fonctions d’une variable sur
les corps p-adiques ([17], Cor. 5.7).)
Il est facile de donner un exemple nume´rique. On part de la courbe ellip-
tique constante E donne´e par l’e´quation affine
y2 = x(x− 1)(x+ 1),
et on note C = E×CC((t)). La classe de quaternions α = (x, t) non ramifie´e
sur C est nulle dans chaque Kv mais pas dans K. On peut prendre alors pour
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T soit X2−xY 2 = 1 (avec l’espace principal homoge`ne X2−xY 2 = t), soit
X2 − tY 2 = 1 (avec l’espace principal homoge`ne X2 − tY 2 = x).
3. Dualite´ locale pour la cohomologie des groupes finis et des tores
Dans ce paragraphe, on note K = C((t))((u)). Toute extension finie L de
K est de la forme C((t′))((u′)).
Lemme 3.1. — Soit S un sche´ma. Soit T un tore sur S et T̂ son groupe des
caracte`res. Alors on a un diagramme commutatif (dans la cate´gorie de´rive´e
borne´e des faisceaux fppf sur S) :
T ⊗ T̂ −−−→ Gmy
y
(nT )[1]⊗ T̂ /n −−−→ µn[1],
ou` la fle`che Gm → µn[1] est induite par le triangle exact
µn → Gm .n→ Gm → µn[1].
De´monstration. — On part du triangle exact
nT → T .n→ T → (nT )[1],
que l’on peut tensoriser par le faisceau T̂ (qui est localement isomorphe a`
Zr pour la topologie e´tale, avec r ≥ 0). Comme T̂ = Hom(T ,Gm), on en
de´duit le re´sultat en observant que
(nT )[1]⊗ T̂ = (nT )[1]⊗ T̂ /n
et T̂ /n = Hom(nT ,Gm) = Hom(nT , µn). 
Lemme 3.2. — (i) Pour tout L-groupe abe´lien fini M , et tout entier i ≥ 0, le
groupe H i(L,M) est fini, et nul pour i ≥ 3.
(ii) Pour tout L-groupe de type multiplicatif M sur L, le groupe H1(L,M)
est fini.
De´monstration. — (i) Soit L′/L une extension finie galoisienne de´ployant
M . La finitude re´sulte via la suite spectrale de Hochschild-Serre de la nullite´
de H i(L′, µn) pour i ≥ 3 et de la finitude des groupes H1(L′, µn) ainsi que
H2(L′, µn) =n BrL
′
. 
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Proposition 3.3. — Soit F un module galoisien fini, de dual de Cartier F 0 =
Hom(F,Q/Z(1)). Pour 0 ≤ i ≤ 2, on a des dualite´s parfaites de groupes
finis
H i(K,F )×H2−i(K,F 0)→ H2(K,Q/Z(1)) = Q/Z(−1).
De´monstration. — [29, §5.1, Exercice 2]. 
Pour T un K-tore, et T̂ = Hom(T,Gm,K), on de´finit un accouplement
H i(K, T )×H2−i(K, T̂ )→ H2(K,Gm) = Q/Z(−1).
Proposition 3.4. — Pour i = 1, l’accouplement ci-dessus est un accouple-
ment parfait de groupes finis. Pour i = 0, il induit une dualite´ parfaite entre
le comple´te´ profini de H0(K, T ) et le groupe discret H2(K, T̂ ), et pour i = 2
une dualite´ parfaite entre le groupe discret H2(K, T ) et le comple´te´ profini
de H0(K, T̂ ).
De´monstration. — Notons AD := Hom(A,Q/Z(−1)). Pour tout n > 0,
on a un diagramme commutatif (via le lemme 3.1) de groupes finis, a` lignes
exactes
0 −−−−→ H0(K,T )/n −−−−→ H1(K,n T ) −−−−→ nH1(K,T ) −−−−→ 0y
y
y
0 −−−−→ (nH2(K, T̂ ))D −−−−→ H1(K, T̂ /n)D −−−−→ (H1(K, T̂ )/n)D −−−−→ 0
La fle`che verticale du milieu est un isomorphisme d’apre`s la Proposition 3.3.
Comme H1(K, T ) et H1(K, T̂ ) sont finis (ils sont de type cofini, et d’expo-
sant fini via Hilbert 90 et H1(K,Z) = 0), on en de´duit en prenant n conve-
nable une fle`che surjective H1(K, T ) → H1(K, T̂ )D. On e´crit alors un autre
diagramme commutatif de groupes finis, a` lignes exactes
0 −−−−→ H1(K,T )/n −−−−→ H2(K,n T ) −−−−→ nH2(K,T ) −−−−→ 0y
y
y
0 −−−−→ (nH1(K, T̂ ))D −−−−→ H0(K, T̂ /n)D −−−−→ (H0(K, T̂ )/n)D −−−−→ 0
dont la fle`che verticale du milieu est un isomorphisme d’apre`s la Proposi-
tion 3.3. En prenant encore n convenable, on en de´duit une fle`che injec-
tive H1(K, T ) → H1(K, T̂ )D, ce qui par cardinalite´ donne finalement que
l’accouplement entre H1(K, T ) est H1(K, T̂ ) est un accouplement parfait de
groupes finis.
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Les deux diagrammes donnent alors que les deux fle`ches T (K)/n →
(nH
2(K, T̂ ))D et H2(K, T )n → (H0(K, T̂ )/n)D sont e´galement des iso-
morphismes, ce qui ache`ve la preuve de la proposition en passant a` la limite
projective (resp. inductive) sur n. 
Remarque 3.5. — L’application naturelle de T (K) e´quipe´ de la topologie
induite par celle de K, vers le comple´te´ profini de T (K) (qui est aussi la
limite projective des T (K)/n pour n > 0 entier vu que chaque T (K)/n est
fini) est continue. L’application qui va de T (K) vers le dual du groupe discret
H2(K, T̂ ) est donc aussi continue.
De la proposition ci-dessus on de´duit l’e´nonce´ suivant, analogue d’un
re´sultat connu sur les corps p-adiques.
Corollaire 3.6. — Soit K = C((u))((t)). Pour tout K-tore coflasque Q, on
a H1(K,Q) = 0. En d’autre termes, tout espace principal homoge`ne sous un
tel K-tore posse`de un point rationnel.
De´monstration. — En effet par de´finition, un K-tore est coflasque s’il satis-
fait l’e´galite´ H1(L, Q̂) = 0 pour toute extension finie de corps L/K. 
4. Cohomologie des courbes : localisation et finitude
On commence par quelques rappels ge´ne´raux.
Proposition 4.1. — SoitA un anneau semilocal re´gulier inte`gre de corps des
fractions K. Pour tout A-groupe de type multiplicatif lisse G, et tout entier
i = 0, 1, 2, les applications de restriction H i(A,G) → H i(K,GK) sont in-
jectives.
De´monstration. — C’est la proposition 2.2 page 450 de [7], laquelle vaut
plus ge´ne´ralement pour un anneau semilocal ge´ome´triquement localement
factoriel. 
Proposition 4.2. — SoitX un sche´ma de Dedekind inte`gre de corps des frac-
tions K. Soit U ⊂ X un ouvert non vide.
(i) SoitM unX-sche´ma en groupes finis abe´liens e´tale d’ordre premier aux
caracte´ristiques re´siduelles de X . Si une classe dans H i(U,M) a une image
nulle dans tous les H i(Kv,M) pour v /∈ U , alors elle est dans l’image de la
restriction H i(X,M)→ H i(U,M).
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(ii) Soit M un X-sche´ma en groupes re´ductifs. Si une classe de H1(U,M)
a une image nulle dans tous les H1(Kv,M) pour v /∈ U , alors elle est dans
l’image de la restriction H1(X,M)→ H1(U,M).
De´monstration. — Pour (i), il suffit de conside´rer la suite de localisation pour
la cohomologie e´tale de X , qui est fonctorielle, et le the´ore`me de purete´ pour
la cohomologie sur un anneau de valuation discre`te ([2], section 3.3). On peut
ici utiliser soit les hense´lise´s soit les comple´te´s. Pour (ii), voir [21, Lemma
4.1.3] ou [10, Cor. 4.8]. 
Dans la suite de ce paragraphe, on conside`re C une courbe inte`gre, projec-
tive et lisse sur un corps de caracte´ristique ze´ro k, et U ⊂ C un ouvert de
Zariski non vide. On note K = k(C).
Comme C est une courbe re´gulie`re, pour tout faisceau e´tale F sur U (dont
on note F la restriction a` la fibre ge´ne´rique), on a pour i ≥ 0 de longues suites
exactes [24, II, Prop. 2.3] :
(4.1) · · · → H ic(U,F)→ H i(U,F)→
⊕
v 6∈U
H i(Khv , F )→ H i+1c (U,F) . . .
ou` Khv = FracOhv est le corps des fractions du hense´lise´Ohv de l’anneau local
de C en v (pour simplifier les notations, on notera souvent H i(Khv , F ) pour
H i(Khv , Fv), ou` Fv est la restriction de F a` Khv ). Si i ≥ 1 et F est repre´sente´
par un K-sche´ma en groupes localement de type fini (par exemple un tore, un
K-groupe fini, ou le module des caracte`res d’un tore), on peut remplacer Khv
par le comple´te´ Kv via le the´ore`me d’approximation de Greenberg (cf. [15],
Lemme 2.7 pour un argument de´taille´). Les proprie´te´s de fonctorialite´ de la
cohomologie a` support compact sont re´sume´es dans la proposition suivante,
dont certains points sont de´ja` discute´s dans la Prop. 4.2. de [17] :
Proposition 4.3. — Avec les notations ci-dessus, on conside`re deux ouverts
de Zariski non vides U et V de C avec V ⊂ U . Soit F un faisceau e´tale sur
U . Soit i ≥ 0 un entier.
a) L’inclusion V ⊂ U induit une fle`che H ic(V,F) → H ic(U,F) telles que
si W ⊂ V , les fle`ches
H ic(W,F)→ H ic(V,F)→ H ic(U,F)
soient compatibles.
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b) Le diagramme
H i(U,F) −−−→ H i(V,F)y
y⊕
v 6∈U H
i(Khv , F ) ←−−−
⊕
v 6∈V H
i(Khv , F )
est commutatif, ou` la fle`che horizontale du bas est la projection.
c) Le diagramme
⊕
v 6∈U H
i(Khv , F ) −−−→
⊕
v 6∈V H
i(Khv , F )y
y
H i+1c (U,F) ←−−− H i+1c (V,F)
est commutatif, ou` la fle`che horizontale du haut est l’injection canonique
(fv) 7→ ((fv), 0, 0, ..., 0).
d) Le diagramme
H ic(V,F) −−−→ H ic(U,F)y
y
H i(V,F) ←−−− H i(U,F)
est commutatif. En particulier si on pose
Di(U,F) := Im [H ic(U,F)→ H i(K,F )],
on a Di(V,F) ⊂ Di(U,F).
e) Pour i ≥ 1, on a un complexe
(4.2)
⊕
v∈C(1)
H i−1(Khv , F )→ H ic(U,F)→ H i(K,F )
qui est de plus exact si pour toute place v ∈ U , la fle`che H i(Ohv ,F) →
H i(Khv , F ) est injective, par exemple si F est repre´sente´ par un sche´ma en
groupes fini e´tale, ou pour i ≤ 2 siF est repre´sente´ par un sche´ma en groupes
de type multiplicatif.
f) Soit F un groupe de type multiplicatif sur U de dual F ′ = Hom(F ,Gm).
On note F et F ′ les fibres ge´ne´riques sur SpecK de F et F ′. Soit v ∈ C(1).
Alors pour tous entiers i, j ≥ 0, on a un diagramme commutatif :
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H i(U,F ′) ×Hj+1c (U,F) −−−→ H i+j+1c (U,Gm)y
x
x
H i(Khv , F
′)×Hjc (Khv , F ) −−−→ H i+j(Khv ,Gm)
et de meˆme avec F et F ′ e´change´s.
Noter que dans ces e´nonce´s, on pourra souvent remplacer les hense´lise´sKhv
par les comple´te´s Kv, comme on l’a explique´ plus haut.
De´monstration. — a) re´sulte de la de´finition de H ic et du fait que les im-
mersions ouvertes W ⊂ V ⊂ U induisent des morphismes compatibles de
faisceaux (jW )!F → (jV )!F → (jU )!F .
b) vient de ce que pour toute place v, la fle`che H i(U,F) → H i(Khv , F )
est la compose´e des restrictions H i(U,F) → H i(K,F ) et H i(K,F ) →
H i(Khv , F ).
Pour de´montrer c), il suffit (par line´arite´) de prouver que si v ∈ C(1) n’est
pas dans U (et donc pas non plus dans V ), le triangle
H i+1c (V,F)
H i(Khv , F ) H
i+1
c (U,F)
❄
✲
✑
✑
✑
✑
✑
✑✸
est commutatif. Par ([24], Prop. 1.1), on a H i(Khv , F ) = H i+1v (Ohv , (jv)!Fv),
ou` Fv = F|Khv et jv : SpecK
h
v → SpecOhv est l’inclusion. Par ailleurs,
la fle`che H i(Khv , F ) → H i+1c (U,F) est induite (cf. [24], Lemme 2.4) par
la fle`che H i+1v (C, (jU)!F) → H i+1(C, (jU)!F) = H i+1c (U,F) (qui vient
de la suite de localisation) et par l’identification de H i+1v (C, (jU)!F) avec
H i+1v (Ohv , (jv)!Fv) (excision, [23], Cor. III.1.28). La meˆme chose est valable
pour V , et on conclut alors la preuve de c) via la commutativite´ du diagramme
H i+1v (C, (jV )!F|V ) −−−→ H i+1(C, (jV )!F|V )y≃
y
H i+1v (C, (jU)!F) −−−→ H i+1(C, (jU)!F).
d) est de´montre´ dans [17], Prop. 3.1. (3).
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La preuve de e) est identique a` celle de la Prop. 4.2. de [17], en rappelant
que pour toute place v ∈ C(1), la fle`che H i−1(Khv , F )→ H ic(U,F) est de´finie
en choisissant un ouvert non vide V ⊂ U tel que v 6∈ V , puis en compo-
sant la fle`che H i−1(Khv , F ) → H ic(V,F) (qui vient de la suite exacte (4.1))
avec la fle`che H ic(V,F) → H ic(U,F) provenant de l’inclusion V ⊂ U ; cette
de´finition ne de´pend pas de V d’apre`s c).
Il reste juste a` ve´rifier que dans les deux cas particuliers conside´re´s, la
fle`che H i(Ohv ,F) → H i(Kv, F ) est bien injective. Le cas i ≤ 2 avec F de
type multiplicatif re´sulte de la Prop. 4.1. Dans le cas ou` F est fini e´tale avec i
quelconque, on a H i(Ohv ,F) = H i(κ(v), F ). Soit Gv le groupe de Galois de
Kv, Iv le groupe d’inertie et G(v) le groupe de Galois du corps re´siduel κ(v).
L’injectivite´ voulue re´sulte alors de ce que la suite exacte de groupes
1→ Iv → Gv → G(v)→ 1
est scinde´e car k est de caracte´ristique ze´ro.
Pour de´montrer f), on note d’abord qu’il suffit de traiter le cas ou` v 6∈ U ;
en effet, si v ∈ U , on choisit un ouvert non vide V ⊂ U tel que v 6∈ V et on
utilise le diagramme (dont le rectangle supe´rieur est commutatif)
H i(U,F ′) ×Hj+1c (U,F) −−−→ H i+j+1c (U,Gm)y
x
x
H i(V,F ′) ×Hj+1c (V,F) −−−→ H i+j+1c (V,Gm)y
x
x
H i(Khv , F
′)×Hjc (Khv , F ) −−−→ H i+j(Khv ,Gm)
pour se ramener (via c)) a` ve´rifier la commutativite´ du rectangle infe´rieur,
donc a` montrer f) quand v 6∈ U . Comme les accouplements d’Artin-Verdier
H i(U,F ′)×Hj+1c (U,F)→ H i+j+1c (U,Gm)
sont induits par les accouplements
ExtiU(F ,Gm)×Hj+1c (U,F)→ H i+j+1c (U,Gm)
et de meˆme pour les accouplements locaux, il suffit de ve´rifier que le dia-
gramme
HomU(F ,Gm[i]) ×Hj+1c (U,F) −−−→ H i+j+1c (U,Gm)y
x
x
HomKhv (Fv,Gm[i])×Hj(Khv , Fv) −−−→ H i+j(Khv ,Gm)
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commute, les Hom e´tant pris dans la cate´gorie de´rive´e. Soit alors αU ∈
HomU(F ,Gm[i]), de restriction αv ∈ HomKhv (Fv,Gm[i]). Comme on l’a vu
dans la preuve de c), on a Hj(Khv , F ) = Hj+1v (Ohv , (jv)!Fv). On conclut avec
la commutativite´ du diagramme
Hj+1v (Ohv , (jv)!Fv) ←−−−
≃
Hj+1v (C, (jU)!F) −−−→ Hj+1(C, (jU)!F)y(αv)∗
y(αU )∗
y(αU )∗
H i+j+1v (Ohv , (jv)!(Gm)v) ←−−−
≃
H i+j+1v (C, (jU)!Gm) −−−→ H i+j+1(C, (jU)!Gm)
et la de´finition de la fle`che Hj(Khv , F ) → Hj+1c (U,F) = Hj+1(C, (jU)!F),
rappele´e dans la preuve de c) (les isomorphismes indique´s sur le diagramme
sont obtenus via l’excision). La preuve pour F et F ′ e´change´s est identique.

Lemme 4.4. — Soit k un corps a` cohomologie galoisienne finie. Soient C
une k-courbe projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre, et K = k(C). Soit
U ⊂ C un ouvert non vide. Pour tout U-sche´ma en groupes abe´liens F fini
e´tale sur U , et tout entier i ≥ 0, les groupes H i(U,F) et H ic(U,F) sont finis,
et ils sont de plus nuls pour i ≥ 4 si cd(k) ≤ 1.
De´monstration. — Pour tout Z/n-faisceau localement constant F sur toute
k-varie´te´ U , les groupes H i(U,F) sont finis, et nuls pour i strictement plus
grand que cd(k) + 2dim(U) (ceci re´sulte de la suite spectrale de Hochschild-
Serre et de [23], Th. VI.1.1. et Th. VI.5.5. qui valent pour k alge´briquement
clos). L’e´nonce´ pour H ic s’en de´duit via la suite (4.1) et le fait que les
hense´lise´s Khv sont a` cohomologie galoisienne finie, et de plus de dimension
cohomologique≤ 2 si cd(k) ≤ 1. 
Proposition 4.5. — Soit k un corps a` cohomologie galoisienne finie. Soient
C une k-courbe projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre, et K = k(C). Soit
U ⊂ C un ouvert non vide et T un tore sur U .
(i) Pour i ≥ 2, les groupes H i(U, T ) et H ic(U, T ) sont de torsion et de type
cofini.
(ii) Pour i ≥ 2, les groupesH i(U, T̂ ) et H ic(U, T̂ ) sont de torsion et de type
cofini.
(iii) Le groupe H1(U, T̂ ) est fini et le groupe H0(U, T̂ ) est de type fini.
(iv) Les groupes H0(U, T )tors et H1(U, T )tors sont de type cofini.
(v) Pour i ≥ 0, les groupes H i(U, T )/n et H i(U, T̂ )/n sont finis.
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De´monstration. — Pour tout sche´ma re´gulier X , le groupes H i(X,Gm) sont
de torsion pour i ≥ 2 ([13, II, Prop. 1.4]. Par suite spectrale, on conclut qu’il
en est de meˆme pour H i(X, T ) pour tout X-tore isotrivial. Comme pour tout
n > 0 le groupe H i(U, nT ) est fini (Lemme 4.4) et se surjecte sur nH i(U, T )
via la suite de Kummer, on obtient aussi que H i(U, T ) est de type cofini pour
i ≥ 2. De meˆme H i(U, T )/n s’injecte dans H i+1(U,n T ), donc il est aussi
fini.
Pour n > 0 le groupe nH1(U, T ) est un quotient du groupe fini H1(U,n T ),
ce qui montre que H1(U, T )tors est de type cofini (mais H1(U, T ) n’est pas
force´ment de torsion). Le groupe H0(U, T )tors est e´galement de type cofini
car on a nH
0(U, T ) = H0(U,n T ).
Pour tout sche´ma normal inte`gre X , et i ≥ 1, les groupes H i(X,Z) sont de
torsion [24], Lemme II.2.10 et le groupe H1(X,Z) est nul par [12], IX.3.6.
(ii). Comme le groupe H i−1(U, T̂ /n) est fini (Lemme 4.4) et se surjecte sur
nH
i(U, T̂ ), on voit que H i(U, T̂ ) est encore de type cofini pour tout i ≥ 1.
De plus, comme H1(U,Z) = 0 pour tout U re´gulier, il existe (par restriction-
corestriction) un n > 0 fixe´ tel que H1(U, T̂ ) = nH1(U, T̂ ), et ce groupe
est fini puisque c’est un quotient de H0(U, T̂ /n). Le groupe H i(U, T̂ )/n est
e´galement fini car il s’injecte dans H i(U, T̂ /n), et de meˆme H0(U, T̂ ) =
H0(K, T̂ ) est de type fini.
De la suite exacte⊕
v/∈U
H i−1(Kv, T )→ H ic(U, T )→ H i(U, T )
on de´duit que pour i ≥ 2, le groupe H ic(U, T ) est de torsion.
De la suite exacte⊕
v/∈U
H i−1(Kv, T̂ )→ H ic(U, T̂ )→ H i(U, T̂ )
on de´duit que pour i ≥ 2, le groupe H ic(U, , T̂ ) est de torsion et de type cofini.

Proposition 4.6. — Soit C une C((t))-courbe projective, lisse, ge´ome´tri-
quement inte`gre. Soit K = C((t))(C) et Kv le comple´te´ de K en un point de
codimension 1 de C.
(i) Pour tout K-groupe abe´lien fini G, et tout i ≥ 0, les groupes
X
i(K,G) := Ker[H i(K,G)→
∏
v∈C(1)
H i(Kv, G)]
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sont finis. Le groupe X 1ω(K,G) est e´galement fini.
(ii) Pour tout K-groupe de type multiplicatif G, le groupe
X
1(K,G) := Ker[H1(K,G)→
∏
v∈C(1)
H1(Kv, G)]
est fini.
De´monstration. — Soit U ⊂ C un ouvert sur lequel le groupe G s’e´tend
en un groupe de type multiplicatif G. D’apre`s la proposition 4.2, les groupes
conside´re´s sont dans l’image de H i(U,G) → H i(K,G). Compte tenu du
lemme 4.4, ceci e´tablit le premier e´nonce´ de (i) . Si maintenant l’action de
Galois sur G(K) est triviale, la proposition 2.6 donne que X 1ω(K,G) =
X
1(K,G) est fini. Dans le cas ge´ne´ral, soit L une extension finie galoisienne
de groupe Γ de K qui de´ploie G, alors la suite exacte de restriction-inflation
induit une suite exacte
0→ N →X 1ω(K,G)→X 1ω(L,G),
ou` N est un sous-groupe du groupe fini H1(Γ, G), d’ou` la finitude de
X
1
ω(K,G).
Montrons (ii). Le groupe H1(K,G) est d’exposant fini, disons n > 0.
L’image de H1(U,G) → H1(K,G) se factorise donc par H1(U,G)/n. On
a une suite exacte de U-groupes de type multiplicatif
1→ T → G → F → 1,
ou` T est un U-tore et F un U-groupe abe´lien fini. Soit m un multiple de n
qui annule F . On a alors une suite exacte
H1(U, T )/m→ H1(U,G)/n→ H1(U,F)
et une injection
H1(U, T )/m →֒ H2(U,m T ).
Comme H1(U,F) et H2(U,m T ) sont finis (Lemme 4.4), ceci e´tablit (ii). 
Remarque 4.7. — `A la diffe´rence du cas classique, celui des corps de
nombres, et du cas des corps de fonctions d’une variable sur un corps p-
adique [17]), sur K = C((t))(C), le groupe X 2(K,Gm) n’est pas force´ment
fini. Si la courbe C admet un mode`le projectif et lisse sur C[[t]] de fibre
spe´ciale C0 de genre g, alors X 2(K,Gm) ≃ H1(C0,Q/Z) ≃ (Q/Z)2g (voir
la proposition 2.9).
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5. Dualite´ a` la Artin-Verdier sur un ouvert
Proposition 5.1. — Pour un U-sche´ma en groupes abe´liens finis e´tale F , de
dual de Cartier F0 = Hom(F ,Q/Z(1)), on a, pour 0 ≤ i ≤ 3, un accouple-
ment parfait de groupes finis
H i(U,F)×H3−ic (U,F0)→ H3c (U,Q/Z(1)) = Q/Z(−1).
De´monstration. — L’argument est ici exactement le meˆme que dans [23],
Corollaire V.2.3. Il s’agit de combiner la dualite´ de Poincare´ pour une varie´te´
projective et lisse sur un corps alge´briquement clos avec la dualite´ en coho-
mologie galoisienne sur le corps C((t)). Pour un argument de´taille´ dans un
cadre ge´ne´ral, voir [22]. 
Pour conserver la syme´trie, il est commode ici d’introduire les 1-motifs
M sur U de la forme M = T = [0 → T ], dont le dual est le 1-motif
M∗ = T̂ [1] = [T̂ → 0] (par convention, dans ces complexes a` deux termes,
le terme de gauche est place´ en degre´ −1 et celui de droite en degre´ 0). On a
alors une fle`che (dans la cate´gorie de´rive´e borne´e des faisceaux fppf sur U) :
(5.1) M⊗Ł M∗ → Gm[1]
qui induit pour 0 ≤ i ≤ 2 des accouplements
H i(U,M)×H2−ic (U,M∗)→ H3c (U,Gm) = Q/Z(−1).
(Noter qu’on peut ici utiliser indiffe´remment la cohomologie fppf ou e´tale, les
sche´mas en groupes qui interviennent e´tant suppose´s lisses). On dispose aussi
pour tout n > 0 de la re´alisation n-adique TZ/nM de M, qui est un sche´ma
en groupes fini e´tale sur U , et d’un triangle exact associe´
(5.2) TZ/nM→M→M→ TZ/nM[1].
Le dual de Cartier de TZ/nM est (TZ/nM)0 = TZ/nM∗. Si M = T , on a
simplement TZ/nM =n T , tandis que si M = T̂ [1], on a TZ/nM = T̂ /n. La
fle`che
TZ/nM⊗ TZ/nM∗ → µn
associe´e a` cette dualite´ est compatible (via le lemme 3.1) avec (5.1), i.e. le
diagramme
(5.3)
M⊗M∗[−1] −−−→ Gmy
y
(TZ/nM)[1]⊗ TZ/nM∗ −−−→ µn[1]
26 JEAN-LOUIS COLLIOT-TH ´EL `ENE & DAVID HARARI
est commutatif.
The´ore`me 5.2. — Soit M un 1-motif sur U du type M = T ou M = T̂ [1],
ou` T est un tore. SoitM∗ le dual deM. Soit l un nombre premier. Alors pour
0 ≤ i ≤ 2, l’accouplement
H i(U,M)×H2−ic (U,M∗)→ Q/Z(−1)
induit des accouplements parfaits de groupes finis
H i(U,M){l}(l) ×H2−ic (U,M∗)(l){l} → Ql/Zl(−1)
et
H ic(U,M){l}(l) ×H2−i(U,M∗)(l){l} → Ql/Zl(−1)
De´monstration. — C’est essentiellement le meˆme argument que dans [17]
(Th. 1.3) ou [15] (Th. 3.4). Le triangle exact (5.2) induit pour tout n > 0 un
diagramme commutatif (cf. (5.3)) de groupes finis (rappelons que TZ/nM est
un sche´ma en groupes fini e´tale sur U), a` lignes exactes :
(5.4)
0 −−−−→ H i−1(U,M)/n −−−−→ H i(U, TZ/nM) −−−−→ nH i(U,M) −−−−→ 0y
y
y
0 −−−−→ (nH3−ic (U,M∗))D −−−−→ H3−ic (U, TZ/nM∗)D −−−−→ (H2−ic (U,M∗)/n)D −−−−→ 0
La fle`che verticale du milieu est un isomorphisme par la Prop. 5.1. En prenant
n = lm (pourm = 1, 2, ...) et en passant a` la limite inductive sur m, on obtient
un diagramme commutatif a` lignes exactes et dont la fle`che verticale du milieu
est un isomorphisme :
0 −−−−→ H i−1(U,M)⊗Ql/Zl −−−−→ lim−→H
i(U, TZ/lmM) −−−−→ H i(U,M){l} −−−−→ 0y
y
y
0 −−−−→ (TlH3−ic (U,M∗))D −−−−→ (lim←−H
3−i
c (U, TZ/lmM∗))D −−−−→ H2−ic (U,M∗)(l)D −−−−→ 0
Maintenant comme H i−1(U,M)⊗Ql/Zl est divisible, ce diagramme induit
un isomorphisme
(lim−→H
i(U, TZ/lmM))(l) ≃ (H i(U,M){l})(l).
Comme le module de Tate TlH3−ic (U,M∗) est sans torsion, on a de meˆme un
isomorphisme
H2−ic (U,M∗)(l){l} ≃ lim←−H
3−i
c (U, TZ/lmM∗){l}
qui induit par dualite´ un isomorphisme
(lim←−H
3−i
c (U, TZ/lmM∗)){l}D ≃ H2−ic (U,M∗)(l){l}D,
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ce qui de´montre finalement que la fle`che verticale de droite du diagramme
pre´ce´dent induit un isomorphisme entre les groupes H i(U,M){l}(l) et
H2−ic (U,M∗)(l){l}D. On de´montre de meˆme qu’on a un isomorphisme entre
H ic(U,M){l})(l) et H2−i(U,M∗)(l){l}D en remplac¸ant les groupes H i par
les groupes H ic et vice-versa dans le diagramme 5.4. 
En prenant successivementM = T et M = T̂ [1], on obtient :
Corollaire 5.3. — Soit i un entier avec 0 ≤ i ≤ 3.
(i) L’accouplement
H i(U, T )×H3−ic (U, T̂ )→ Q/Z(−1).
induit des accouplements parfaits de groupes finis
H i(U, T ){l}(l) ×H3−ic (U, T̂ )(l){l} → Ql/Zl(−1)
et
H i(U, T )(l){l} ×H3−ic (U, T̂ ){l}(l) → Ql/Zl(−1)
(ii) L’accouplement
H i(U, T̂ )×H3−ic (U, T )→ Q/Z(−1).
induit des accouplements parfaits de groupes finis
H i(U, T̂ ){l}(l) ×H3−ic (U, T )(l){l} → Ql/Zl(−1)
et
H i(U, T̂ )(l){l} ×H3−ic (U, T ){l}(l) → Ql/Zl(−1).
Remarque 5.4. — Les e´nonce´s de ce paragraphe sont valables pour un 1-
motif quelconque (y compris comportant une varie´te´ abe´lienne) ; la preuve est
identique via le fait (bien connu, mais pour lequel il est difficile de trouver une
re´fe´rence) qu’on a encore le diagramme commutatif (5.3) dans ce contexte.
Par contre les re´sultats du paragraphe suivant ne sont pas valables pour des
1-motifs quelconques, faute d’avoir un bon the´ore`me de dualite´ locale pour
les varie´te´s abe´liennes sur les comple´te´s Kv de K.
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6. Groupes abe´liens finis : dualite´ pour les groupes de Tate-Shafarevich
Dans toute cette section, on pose k = C((t)), et on de´signe par C une
k-courbe projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre, de corps des fonctions
K = k(C). Soit F un groupe de type multiplicatif sur U de dual de Cartier
F ′ = Hom(F ,Gm). Notons F et F ′ les fibres ge´ne´riques respectives sur
SpecK de F et F ′. Soit U un ouvert non vide de C. Pour tout entier i avec
0 ≤ i ≤ 3, on a un accouplement d’Artin-Verdier
H i(U,F)×H3−ic (U,F ′)→ H3c (U,Gm) ≃→ Q/Z(−1)
et pour toute place v ∈ C(1) un accouplement local
H i(Kv, F )×H2−i(Kv, F ′)→ BrKv ≃→H3c (U,Gm) ≃→ Q/Z(−1).
De meˆme en e´changeant F et F ′.
Lemme 6.1. — Avec les notations ci-dessus, on conside`re les fle`ches
H i(U,F)→ H3−ic (U,F ′)D;
∏
v∈C(1)
H i(Kv, F )→
⊕
v∈C(1)
H2−i(Kv, F
′)D
induites respectivement par l’accouplement d’Artin-Verdier et la somme des
accouplements locaux. Alors on a un diagramme commutatif
H i(U,F) −−−→ ∏v∈C(1) H i(Kv, F )y
y
H3−ic (U,F ′)D −−−→ (
⊕
v∈C(1) H
2−i(Kv, F
′))D
et de meˆme en e´changeant F et F ′.
De´monstration. — Il suffit d’appliquer la proposition 4.3 f) avec j = 2− i a`
chaque place v ∈ C(1), en notant aussi que la compatibilite´ avec les comple´te´s
Kv re´sulte imme´diatement de celle avec les hense´lise´s Khv . 
The´ore`me 6.2. — SoitM unK-module fini ; soitM0 = HomZ(M,Q/Z(1)).
On a un accouplement parfait de groupes abe´liens finis
X
1(K,M)×X 2(K,M0)→ Q/Z(−1).
De´monstration. — Le reste de la section est consacre´ a` la de´monstration de
ce the´ore`me, qui utilise la Prop. 4.3 et aussi les ide´es de [17], the´ore`me 4.4.
Soit M un K-module fini. Soit U ⊂ C un ouvert non vide sur lequel M
(ainsi que M0) s’e´tend en un U-sche´ma en groupes abe´liens fini e´tale, encore
note´ M .
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Comme dans [23, II, §2, p. 178] et [17, §3] (cf. aussi la Prop. 4.3, d), on
introduit pour tout entier i ≥ 0 les groupes
Di(U,M) = Im[H ic(U,M)→ H i(K,M)]
Di(U,M) = Ker[H i(U,M)→
∏
v/∈U
H i(Kv,M)]
Comme H ic(U,M) et H i(U,M) sont finis, les groupes Di(U,M) et
Di(U,M) sont finis.
Lemme 6.3. — Soient k = C((t)), U/k une courbe lisse et M un U-groupe
fini e´tale. Pour tout v ∈ U (1), on a H2(Ov,M) = 0, et de meˆme avec Ohv au
lieu de Ov.
De´monstration. — On a H2(Ov,M) = H2(κv,Mκv), et ce dernier groupe
est nul car κv est de dimension cohomologique 1. De meˆme pour Ohv . 
On voit donc que dans la situation ci-dessus on a
D2(U,M) = Ker[H2(U,M)→
∏
v∈C(1)
H2(Kv,M)].
Par ailleurs la proposition 4.3 (e) s’applique avec i = 1, et fournit une suite
exacte ⊕
v∈C(1)
H0(Kv,M
0)→ H1c (U,M0)→ D1(U,M0)→ 0.
Comme les groupes D1(U,M) ⊂ H1(K,M) sont finis et de´croissent avec
U (Prop. 4.3, d), ceci implique qu’il existe un ouvert non vide U0 ⊂ U tel que
pour tout ouvert non vide V ⊂ U0 de C, on ait
D1(V,M0) = D1(U0,M0).
On a alors aussi D1(U0,M0) = X 1(K,M0). En effet si α est un e´le´ment
de D1(U0,M0), alors il est pour tout V ⊂ U0 dans D1(V,M0), donc par
de´finition dans l’image de H1c (V,M0), ce qui implique que sa restriction αv
a` H1(Khv ,M
0) (et donc aussi a` H1(Kv,M0)) est nulle pour tout v 6∈ V via
la suite exacte (4.1). Ceci e´tant vrai pour tout ouvert non vide V ⊂ U0, on
obtient que D1(U0,M0) ⊂ X 1(K,M0). En sens inverse, tout e´le´ment de
X
1(K,M0) se rele`ve dans H1(U0,M0) (Prop. 4.2, ii), en un e´le´ment qui
provient deH1c (U0,M0) d’apre`s la suite exacte (4.1), ce qui prouve l’inclusion
en sens inverse.
Quitte a` re´tre´cir U , on peut supposer que U = U0.
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On conside`re alors le diagramme (commutatif d’apre`s le lemme 6.1) sui-
vant de suites exactes
0→ D2(U,M) → H2(U,M) → ∏v∈C(1) H2(Kv,M)y
y
y
0→D1(U,M0)D→H1c (U,M0)D→(
⊕
v∈C(1) H
0(Kv,M
0))D.
D’apre`s la proposition 5.1, la fle`che me´diane est un isomorphisme. Les
the´ore`mes de dualite´ locale (Prop. 3.3) donnent que la fle`che de droite est un
isomorphisme.
La fle`che induite
D2(U,M)→ D1(U,M0)D
est donc un isomorphisme de groupes abe´liens finis. On a D1(U,M0) =
X
1(K,M0). Il reste a` voir le lien entre D2(U,M) et X 2(K,M). En uti-
lisant la proposition 4.2 on voit que pour V ⊂ U avec M un U-sche´ma en
groupes finis e´tales, la fle`che de restriction H2(U,M) → H2(V,M) induit
une surjection de groupes finis D2(U,M) → D2(V,M). En conside´rant les
images dans H2(K,M), on voit qu’il existe un ouvert fixe U1 ⊂ C tel que
pour tout ouvert non vide U de C les fle`ches
D2(U1,M)→ D2(U ∩ U1,M)→X 2(K,M)
soient des isomorphismes. Quitte a` restreindre encore U , on peut donc suppo-
ser que D2(U,M) = X 2(K,M), ce qui termine la preuve. 
7. Tores : dualite´s pour les groupes de Tate-Shafarevich
Soit U ⊂ C un ouvert non vide et T un tore sur U de fibre ge´ne´rique T .
Pour tout groupe abe´lien A, on note A le quotient de A par son sous-groupe
divisible maximal.
The´ore`me 7.1. — On a un accouplement parfait de groupes finis
X
1(K, T̂ )×X 2(K, T )→ Q/Z(−1).
The´ore`me 7.2. — On a un accouplement parfait de groupes finis
X
1(K, T )×X 2(K, T̂ )→ Q/Z(−1).
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De´monstration. — On suit la me´thode de [17], the´ore`me 4.1, en commenc¸ant
par des observations qui serviront pour les deux e´nonce´s. Pour i = 1, 2, et T
tore sur U , on va encore utiliser les groupes
Di(U, T ) = Im [H ic(U, T )→ H i(K, T )].
Pour i = 1, c’est un groupe fini car H1(K, T ) est d’exposant fini et l’image
se factorise donc par un quotient H1c (U, T )/n ⊂ H2c (U, nT ). Les groupes
H2c (U, T ) et H2(U, T ) sont de torsion, de type cofini. Ceci implique que
les groupes D2(U, T ){l} sont de type cofini. Fixons un nombre premier l.
Comme dans la prop. 3.6 de [17] il existe un ouvert U0 (de´pendant de l) tel
que pour tout ouvert non vide V ⊂ U0 on ait Di(V, T ){l} = Di(V, T ){l} ⊂
H i(K, T ) pour i = 1, 2. Quitte a` restreindre U , on peut supposer U0 = U .
Comme dans la Prop. 3.6 de [17], on a alors
Di(U, T ){l} = X i(K, T ){l}
(et de meˆme pour tout ouvert non vide inclus dans U), puisque si V ⊂ U tout
e´le´ment de H ic(V,F) a une image nulle dans H i(Kv, F ) pour v 6∈ V .
On va aussi utiliser
Di(U, T̂ ) = Im [H ic(U, T̂ )→ H i(K, T̂ )].
Pour i = 1 c’est un groupe fini. Pour i ≥ 2 c’est un groupe de torsion de type
cofini. La` encore on peut supposer que pour tout ouvert non vide V ⊂ U on a
Di(V, T̂ ){l} = Di(U, T̂ ){l} ⊂ H i(K, T̂ ) pour i = 1, 2.
Partant de la` on obtient comme ci-dessus
Di(U, T̂ )){l} = X i(K, T̂ ){l},
et de meˆme pour tout ouvert non vide inclus dans U . Pour i = 2, ce groupe
n’est pas force´ment fini.
Preuve du the´ore`me 7.1.
La prop. 4.3 e) s’applique a` T pour i = 2 (noter qu’ici H2(Ov, T ) = 0 car
le corps re´siduel κ(v) de Ov est de dimension cohomologique 1), et donne la
suite exacte de groupes de torsion⊕
v∈C(1)
H1(Kv, T )→ H2c (U, T )→ D2(U, T )→ 0,
On a des suites exactes induites⊕
v∈C(1)
H1(Kv, T ){l} → H2c (U, T ){l} → D2(U, T ){l} → 0.
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On a des suites exactes
0→ H2c (U, T ){l}Div → H2c (U, T ){l} → H2c (U, T ){l} → 0
et
0→ D2(U, T ){l}Div → D2(U, T ){l} → D2(U, T ){l} → 0.
En prenant les duaux A 7→ AD (a` coefficients Ql/Zl(−1)), on obtient deux
suites exactes
0→ H2c (U, T ){l}
D → H2c (U, T ){l}D → [H2c (U, T ){l}Div]D → 0
et
0→ D2(U, T ){l}D → D2(U, T ){l}D → [D2(U, T ){l}Div]D → 0.
Dans ces deux dernie`res suites, les groupes de gauche sont finis, les groupes
de droite sont des Zl-modules de type fini sans torsion.
On de´finit
D1sh(U, T̂ ) = Ker[H1(U, T̂ )→
∏
v∈C(1)
H1(Kv, T̂ )].
Le groupe H1(U, T̂ ) est fini, donc aussi D1sh(U, T̂ ).
On a le diagramme (commutatif par le lemme 6.1)
0 → D1sh(U, T̂ ){l} → H1(U, T̂ ){l} →
∏
v∈C(1) H
1(Kv, T̂ ){l}
↓ ↓ ↓
0 → D2(U, T ){l}D → H2c (U, T ){l}D → [
⊕
v∈C(1) H
1(Kv, T ){l}]D
Dans ce diagramme, les groupes D1sh(U, T̂ ) et H1(U, T̂ ) sont finis.
Il re´sulte alors de ce qui pre´ce`de, et du fait que les groupes de droite sont
d’exposant fini, que ce diagramme se factorise en un diagramme commutatif
de suites exactes :
0 → D1sh(U, T̂ ){l} → H1(U, T̂ ){l} →
∏
v∈C(1) H
1(Kv, T̂ ){l}
↓ ↓ ↓
0 → D2(U, T ){l}D → H2c (U, T ){l}
D → [⊕v∈C(1) H1(Kv, T ){l}]D.
On a vu que l’on a des accouplements parfaits de groupes finis
H i(U, T̂ )(l){l} ×H3−ic (U, T ){l}(l) → Ql/Zl(−1).
Appliquant ceci a` i = 1 et utilisant le fait que H1(U, T̂ ) est fini, on voit que
la fle`che verticale me´diane est un isomorphisme. Par les dualite´s locales, la
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fle`che verticale de droite est un isomorphisme. On obtient donc une dualite´
parfaite de groupes finis :
D1sh(U, T̂ ){l} × D2(U, T ){l} → Ql/Zl(−1).
Or on a de´ja` vu qu’on avait
D2(U, T ){l} = X 2(K, T ){l}.
Pour X 1(K, T̂ ), on utilise le lemme suivant.
Lemme 7.3. — Pour tout ouvert V ⊂ U , la fle`che de restrictionH1(U, T̂ )→
H1(V, T̂ ) est un isomorphisme, et il en est de meˆme de la restriction
H1(U, T̂ )→ H1(K, T̂ ). On a donc X 1(K, T̂ ) = D1sh(U, T̂ ).
De´monstration. — Soit U ′ → U un reveˆtement fini e´tale galoisien inte`gre,
de groupe G, de´ployant T̂ . On a alors la suite exacte
0→ H1(G, T̂ (U ′))→ H1(U, T̂ )→ H1(U ′, T̂ )
qui, comme H1(U ′,Z) = 0 (car U ′ est lisse et en particulier normal) donne
un isomorphisme H1(G, T̂ (U ′)) ≃ H1(U, T̂ ). 
On conclut finalement qu’on a pour chaque nombre premier l une dualite´
parfaite entre les groupes finis X 2(K, T ){l} et X 1(K, T̂ ){l}, ce qui termine
la preuve du the´ore`me 7.1 en raisonnant composante l-primaire par compo-
sante l-primaire.
Preuve du the´ore`me 7.2.
On peut appliquer la Prop. 4.3 e) avec i = 1 a` T̂ , car pour v ∈ U on a un
isomorphisme H1(Ov, T̂ ) → H1(Kv, T̂ ) via la suite de restriction-inflation
et le fait que le groupe d’inertie de Kv agit trivialement sur T̂ . On en de´duit
une suite exacte de groupes de torsion⊕
v∈C(1)
H1(Kv, T̂ )→ H2c (U, T̂ )→ D2(U, T̂ )→ 0.
On de´finit
D1sh(U, T ) = Ker[H1(U, T )→
∏
v∈C(1)
H1(Kv, T )].
(rappel : ceci n’est en ge´ne´ral pas un groupe de torsion.)
On a le diagramme commutatif
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0 → D1sh(U, T ){l} → H1(U, T ){l} →
∏
v∈C(1) H
1(Kv, T ){l}
↓ ↓ ↓
0 → D2(U, T̂ ){l}D → H2c (U, T̂ ){l}D → [
⊕
v∈C(1) H
1(Kv, T̂ ){l}]D
Le the´ore`me donne un accouplement parfait de groupes finis
H1(U, T ){l}(l) ×H2c (U, T̂ )(l){l} → Ql/Zl(−1).
Compte tenu du fait que H2c (U, T̂ ) est un groupe de torsion de type cofini,
ceci se lit aussi comme
H1(U, T ){l} ×H2c (U, T̂ ){l} → Ql/Zl(−1).
Comme tout accouplement entre groupes de torsion passe au quotient par
les sous-groupes divisibles maximaux, et comme les groupes de droite dans le
diagramme sont annule´s par un entier fixe, ce diagramme induit un diagramme
commutatif de suites exactes
0 → D1sh(U, T ){l} → H1(U, T ){l} →
∏
v∈C(1) H
1(Kv, T ){l}
↓ ↓ ↓
0 → D2(U, T̂ ){l}
D
→ H2c (U, T̂ ){l}
D
→ [⊕v∈C(1) H1(Kv, T̂ ){l}]D
qui induit donc un isomorphisme de groupes finis
D1sh(U, T ){l} ≃ D2(U, T̂ ){l}
D
soit encore une dualite´ parfaite de groupes finis
D1sh(U, T ){l} × D2(U, T̂ ){l} → Ql/Zl(−1).
On a vu plus haut qu’on pouvait choisir U de sorte que
D2(U, T̂ ){l} ≃X 2(K, T̂ ){l},
et de meˆme pour tout ouvert non vide V ⊂ U .
Le groupe fini X 1(K, T ){l} est la limite inductive des D1sh(V, T ){l}
pour V ⊂ U . Comme l’image d’un groupe divisible est un groupe divisible,
X
1(K, T ){l} est aussi la limite inductive des groupes D1sh(V, T ){l}.
Ceci de´montre :
Pour tout l premier, on a une dualite´ parfaite de groupes finis entre
X
1(K, T ){l} et X 2(K, T̂ ){l} par son sous-groupe divisible maximal.
Le groupe X 1(K, T ) ⊂ H1(K, T ) est annule´ par multiplication par le
degre´ de toute extension de corps de K de´ployant le K-tore T , d’ou` on de´duit
le re´sultat. 
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Remarque 7.4. — L’exemple 2.10 montre que X 1(K, T ) peut eˆtre non nul
(un exemple plus explicite est de´veloppe´ dans la section 8.3). Montrons par
ailleurs qu’il existe un re´seau T̂ avec X 1(K, T̂ ) 6= 0. SoitE/C une courbe el-
liptique. Soit K = C((t))(E). D’apre`s le corollaire 2.4, on a X 1(K,Q/Z) ≃
(Q/Z)2. On a donc X 2(K,Z) = (Q/Z)2. On part d’une classe ξ non nulle
dans X 2(K,Z). Il existe une extensionL finie galoisienne, de groupeG, telle
que ξ s’annule dans H2(L,Z).
La fle`che Z → Z[G] de´finie par la norme NG =
∑
g∈G g induit une suite
exacte de G-modules
0→ Z→ Z[G]→ T̂ → 0,
ou` T̂ est un re´seau.
On de´duit de cette suite un plongement
X
1(K, T̂ ) →֒X 2(K,Z),
et ξ ∈X 2(K,Z) est dans l’image de X 1(K, T̂ ), qui est donc non nul.
8. Lien avec l’obstruction de re´ciprocite´
On discute ici l’analogue du paragraphe 5 de [17], et de conside´rations
classiques sur les corps de nombres (voir [30, Chap. 6]).
Soient K un corps, G = Gal(K/K) et Y un espace principal homoge`ne
d’un K-tore T . Comme on a Pic(Y ) = 0, de la suite spectrale
Epq2 = H
p(K,Hq(Y ,Gm)) =⇒ Hn(Y,Gm)
on tire un isomorphisme
H2(G,K[Y ]×))
≃→ Br1(Y ).
ou` Br1(Y ) = Ker[Br(Y )→ Br(Y )]. On a la suite exacte de G-modules
0→ K× → K[Y ]× → T̂ → 0.
On a donc des suites exactes
Br(K)→ Br1(Y )→ H2(G, T̂ )→ H3(G,K×).
Si l’on a cd(K) ≤ 2, alors on a H3(G,K×) = 0.
Soit k = C((t)). Supposons de´sormais que K = k(C) est le corps des
fonctions d’une k-courbe C projective, lisse, ge´ome´triquement connexe. On
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note Ω l’ensemble des points ferme´s de C. Le corps K et ses comple´te´s Kv
aux points ferme´s v ∈ Ω sont de dimension cohomologique 2.
On renvoie a` la Proposition 2.1 pour les e´nonce´s suivants. Pour chaque
place v, on a Br(Kv)
≃→H1(κv,Q/Z) ≃ Q/Z(−1). On a une suite exacte
0→ Br(C)→ Br(K)→
⊕
v∈Ω
Br(Kv)→ Q/Z(−1)→ 0.
La nullite´ de l’application compose´e
Br(K)→
⊕
v∈Ω
Br(Kv)→ Q/Z(−1)
est un cas particulier de loi de re´ciprocite´.
8.1. Sous-groupes du groupe de Brauer. — Soient Y une K-varie´te´ lisse
ge´ome´triquement inte`gre et Yc une K-compactification lisse. Pour v ∈ Ω, on
note Yv = Y ×K Kv.
Le groupe Br1(Y ) = ker[BrY → BrY ] contient les sous-groupes suivants :
(a) Le groupe Br(Yc) = Br1(Yc) ⊂ Br1(Y ).
(b) Le groupeB(Y ) ⊂ Br1(Y ) forme´ des e´le´ments de Br1(Y ) dont l’image
dans Br1(Yv) appartient a` l’image de Br(Kv) pour toute place v ∈ C(1).
(c) Le groupe Bω(Y ) ⊂ Br1(Y ) forme´ des e´le´ments de Br1(Y ) dont
l’image dans Br1(Yv) appartient a` l’image de Br(Kv) pour presque toute
place v ∈ C(1). Un argument de bonne re´duction, et la nullite´ des groupes
Br(Ov) pour Ov comple´te´ de l’anneau local en v ∈ C, de corps re´siduel
une extension finie de C((t)), montre que Bω(Y ) est forme´ des e´le´ments
de Br1(Y ) dont l’image est nulle dans Br1(Yv) pour presque toute place
v ∈ C(1).
On note BraY le quotient de Br1Y par l’image de BrK. On note BraYc le
quotient de Br1Yc par l’image de BrK.
Conside´rons le cas ou` Y est un espace principal homoge`ne sous un K-tore
T . Pour presque toute place v, le groupe de de´composition de l’extension mi-
nimale de´ployant le K-tore T est cyclique (voir le paragraphe 1). De plus
pour presque toute place v on a Yv ≃ Tv. Le groupe de Brauer d’une compac-
tification lisse d’un tore de´ploye´ par une extension cyclique du corps de base
est re´duit au groupe de Brauer du corps de base ([28], Th. 9.2.ii), re´sultat duˆ
aussi a` Voskrensenskiıˇ, cf. [32] Chap. 4, Section 11.6, Cor. 3 page 122). Le
groupe Br(Yc) = Br1(Yc) est donc un sous-groupe du groupe Bω(Y ).
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On a le diagramme :
B(Y ) ⊂ Bω(Y ) ⊂ Br1(Y )
↑ ↑ ⊂
Br(K) → Br(Yc).
Par passage au quotient par l’image de Br(K) dans B(Y ), resp. dans
Bω(Y ), on de´finit le groupe B(Y ), resp. le groupe Bω(Y ), et on obtient le
diagramme :
B(Y ) ⊂ Bω(Y ) ⊂ Bra(Y )
↑ ⊂
Bra(Yc)
D’apre`s les pre´liminaires de ce paragraphe, on a un diagramme commutatif
de suites exactes
Br(K) → Br1(Y ) → H2(K, T̂ ) → 0
↓ ↓ ↓⊕
v∈Ω Br(Kv) →
⊕
v∈Ω Br1(Yv) →
⊕
v∈ΩH
2(Kv, T̂ ) → 0
On a donc un isomorphisme B(Y ) ≃→X 2(K, T̂ ) et un isomorphisme
Bω(Y )
≃→X 2ω(K, T̂ ). Pour i ∈ N, et un module galoisien M sur le corps K,
on note X icyc(K,M) le noyau de la restriction
H i(G,M)→
∏
g∈G
H i(< g >,M)
aux sous-groupes ferme´s procycliques. D’apre`s [8, Prop. 9.5], pour Tc
une compactification lisse de T , on a Br(Tc)/Br(K) ≃ X 2cyc(K, T̂ ).
Comme cd(K) ≤ 2, d’apre`s [28, Lemme 6.8] et [3, Prop. 2.2], il existe
un isomorphisme naturel Br1(Y )
≃→ Br1(T ) compatible aux isomorphismes
Bra(Y )
≃→ H2(K, T̂ ) et Bra(T ) ≃→H2(K, T̂ ), et induisant un isomorphisme
Bra(Yc)
≃→ Bra(Tc).
On obtient ainsi un isomorphisme Bra(Yc)
≃→X 2cyc(K, T̂ ). Le diagramme
ci-dessus se re´crit alors :
X
2(K, T̂ ) ⊂ X 2ω(K, T̂ ) ⊂ H2(K, , T̂ )
↑ ⊂
X
2
cyc(K, T̂ )
Remarques 8.1. — `A la diffe´rence du cas ou` K est un corps global :
(i) Meˆme si Y a des points dans tous les Kv il n’est pas clair que Br(K)
s’injecte dans Br(Y ) ;
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(ii) Le groupe X 2cyc(K, T̂ ) est fini (proprie´te´ valable sur tout corps), mais
les groupes B(Y ) = X 2(K, T̂ ) et Bω(Y ) = X 2ω(K, T̂ ) peuvent eˆtre infinis.
Pour Y = T = Gm, on a
X
2(K,Z) = X 1(K,Q/Z) = X 1ω(K,Q/Z) = H
1(C0,Q/Z),
ou` C0 est la courbe sur C fibre spe´ciale d’un mode`le minimal de C au-dessus
de C[[t]] (voir le corollaire 2.5 et la de´monstration du corollaire 2.6).
(iiii) Un e´le´ment de Bω(Y ), ou meˆme de B(Y ), n’est pas ne´cessairement
dans Br(Yc).
8.2. Accouplement avec les points ade´liques. — Soit Y une k-varie´te´ lisse
ge´ome´triquement inte`gre, posse´dant des Kv-points pour tout v ∈ Ω. Soit Yc
une K-compactifcation lisse de Y .
On a les inclusions
Y (AK) ⊂
∏
v
Y (Kv) ⊂
∏
v
Yc(Kv) = Yc(AK).
En utilisant les isomorphismes ∂v : Br(Kv)
≃→ Q/Z(−1), on peut de´finir
plusieurs accouplements a` la Brauer–Manin
Y (AK)× Br(Y )→ Q/Z(−1)∏
v
Y (Kv)× Bω(Y )→ Q/Z(−1)
∏
v
Yc(Kv)×B(Y )→ Q/Z(−1)
envoyant le couple forme´ d’une famille {Pv}v∈Ω et d’un e´le´ment α sur la
somme (qui n’a qu’un nombre fini de termes non nul)∑
v
∂v(α(Pv)) ∈ Q/Z(−1).
Comme on a le complexe
Br(K)→
⊕
v∈Ω
Br(Kv)→ Q/Z(−1),
ces accouplements ne de´pendent que des quotients Br(Y )/Br(K), resp.
Bω(Y ), resp. B(Y ).
Le dernier accouplement ne de´pend pas du terme de gauche. En effet un
e´le´ment de B(Y ) provient d’un e´le´ment α ∈ Br(Y ) tel que pour tout v ∈ Ω
il existe βv ∈ Br(Kv) dont l’image dans Br(Yv) coı¨ncide avec l’image de α,
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la famille {βv} e´tant de´finie a` addition de l’image diagonale d’un e´le´ment de
Br(K). La somme ∑
v
∂v(α(Pv)) =
∑
v
∂v(βv)
est alors clairement inde´pendante de la famille {Pv}. Ainsi Y de´finit un ho-
momorphisme
ρY : B(Y )→ Q/Z(−1).
On note Y (AK)Br(Y ) le noyau a` gauche de la premie`re fle`che, et on em-
ploie des notations semblables pour les autres accouplements. Du complexe
ci-dessus on tire les inclusions
Y (K) ⊂ Y (AK)Br(Y ) ⊂ [
∏
v∈Ω
Y (Kv)]
Bω(Y ) ⊂ [
∏
v∈Ω
Y (Kv)]
B(Y ) ⊂ Yc(AK)B(Y ).
Proposition 8.2. — Soit T un K-tore et Y un K-espace principal homoge`ne
posse´dant des points dans tous les Kv. Soit ξ ∈ X 1(K, T ) la classe de
Y . Soit β ∈ B(Y ) et γ ∈ X 2(K, T̂ ) son image par l’isomorphisme
B(Y )
≃→X 2(K, T̂ ). On a l’e´galite´ :
ρY (β) =< ξ, γ >∈ Q/Z(−1),
ou` < ξ, γ > est la valeur sur (ξ, γ) de l’accouplement
X
1(K, T )×X 2(K, T̂ )→ Q/Z(−1)
qui fait l’objet du the´ore`me 7.2.
De´monstration. — La preuve est essentiellement identique a` celle de [16],
sections 3 et 4 (qui vaut sur un corps de nombres, pour un 1-motif quel-
conque a` la place du tore T ) ; nous nous bornons ici a` en rappeler les grandes
lignes. On commence par e´tendre T en un U-tore T , et on rele`ve la classe
ξ ∈ X 1(T ) en une classe ξU ∈ H1(U, T ) pour U assez petit. De meˆme
on peut relever γ en γU ∈ H2c (U, T̂ ). La proposition 3.3. de [16] s’applique
encore dans notre cadre, avec une preuve analogue (si ce n’est qu’il faut rem-
placer, dans le diagramme (7) de [16], le groupe Brk par son image dans
Br1Y ) et donne
ρY (β) = EY ∪ γU
ou` EY ∈ Ext1U(T̂ ,Gm) est la classe d’une extension dont la fibre ge´ne´rique
sur SpecK est celle de
(8.1) 0→ K∗ → K[Y ]∗ → K[Y ]∗/K∗ = T̂ → 0.
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Ensuite, les lemmes 2.3.7. et 2.4.3. de de [30] donnent que la classe de l’exten-
sion (8.1) dans Ext1K(T̂ ,Gm) = H1(K, T ) est pre´cise´ment celle de ξ. Quitte
a` re´tre´cir U , on peut donc supposer que EY = ξU , ce qui donne le re´sultat
d’apre`s la de´finition de l’accouplement du the´ore`me 7.2.

On en de´duit l’analogue du the´ore`me de Voskrenskiıˇ-Sansuc sur les corps
de nombres et du the´ore`me 5.1 de [17] sur le corps de fonctions d’une courbe
au-dessus d’un corps p-adique :
Corollaire 8.3. — Soit Y un espace principal homoge`ne sous un K-tore.
Supposons que Y posse`de des points dans tous les Kv. L’obstruction a` l’exis-
tence d’un point rationnel sur Y associe´e au groupe B(Y ) et a` la loi de
re´ciprocite´ sur C est la seule obstruction a` l’existence d’un point rationnel
sur Y .
De´monstration. — L’hypothe`se assure que l’application ρY est nulle. La pro-
position 8.2 donne alors que la classe de Y dans X 1(K, T ) est orthogonale
a` X 2(K, T̂ ) pour un accouplement qui, d’apre`s le le the´ore`me 7.2, est non
de´ge´ne´re´ sur X 1(K, T ). 
8.3. Un exemple.— Nous pre´sentons ici avec plus de de´tails un exemple
donne´ dans [6], Prop. 3.2. Cet exemple illustre la proposition 8.2 et le corol-
laire 8.3 ci-dessus.
Soient k = C((t)) et K = C((t))(x). On conside`re la K-varie´te´ E de´finie
par l’e´quation
(X21 − xY 21 )(X22 − (1 + x)Y 22 )(X23 − x(1 + x)Y 23 ) = t.
Assertion I. Si P est un point ferme´ de P1k l’un de x, x + 1, x(x + 1) est
un carre´ dans le comple´te´ KP , et donc E(KP ) 6= ∅ et EKP est une varie´te´
KP -rationnelle.
Calculons les valeurs dans KP pour tout point ferme´ P .
Au point a` l’infini, x(x+ 1) est un carre´. Mais ni x ni x+ 1 ne le sont, car
leur valuation est −1.
Au point x = 0, x+1 est un carre´ car en re´duction il vaut 1. Ni x ni x(x+1)
ne sont des carre´s, car leur valuation est 1.
Au point x = −1, x est un carre´ car −1 est un carre´ dans k. Ni x + 1 ni
x(x+ 1) ne sont des carre´s, car leur valuation est 1.
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Soit P un autre point ferme´ de P1k. Alors x, x+1 et x(x+1) sont des unite´s
en P .
Soit ξ la classe de x dans le corps re´siduel κ(P ). On a donc ξ 6= 0 et
ξ 6= −1. Soit v la valuation sur le corps re´siduel κ(P ), extension finie de
k = C((t)).
Si v(ξ) < 0, alors ξ(ξ + 1) est un carre´ dans κ(P ) et donc x(x + 1) est un
carre´ dans KP .
Si v(ξ) > 0 alors ξ+1 est un un carre´ dans κ(P ) et donc x+1 est un carre´
dans KP .
Si v(ξ) = 0 et v(ξ + 1) = 0 alors chacun de ξ, ξ + 1 et ξ(ξ + 1) est une
unite´ dans κ(P ). Chacun est donc un carre´ dans κ(P ). Chacun de x, x + 1,
x(x+ 1) est donc un carre´ dans KP .
Si v(ξ) = 0 et v(ξ + 1) > 0, alors ξ est est un carre´ dans κ(P ) et donc x
est un carre´ dans KP .
Ainsi pour toute valeur de c ∈ K×, en particulier pour c = t, l’e´quation
(X21 − xY 21 )(X22 − (1 + x)Y 22 )(X23 − x(1 + x)Y 23 ) = c
a des solutions dans tous les KP pour P point ferme´ de P1k.
Assertion II.
Soit w la valuation de K = k(P1) associe´e au point ge´ne´rique de la fibre
spe´ciale de P1
C[[t]. On a E(Kw) = ∅, et donc E(K) = ∅.
L’e´le´ment t est une uniformisante pourw, le corps re´siduel dew est le corps
C(x). Chacun des x, x + 1, x(x + 1) est une w-unite´, et n’est pas un carre´
dans le corps re´siduel de w. On en de´duit que pour toute valeur c non nulle de
(X21 − xY 21 )(X22 − (1 + x)Y 22 )(X23 − x(1 + x)Y 23 )
avec les Xi, Yi dans k(x), on a w(c) paire. Mais w(t) = 1. Donc t n’est pas
repre´sente´ par ce produit sur le comple´te´ Kw de K en le point ge´ne´rique de la
fibre spe´ciale, et donc pas sur K.
Assertion III. Cet exemple s’explique par la loi de re´ciprocite´ sur la courbe
P
1
k.
Notons Z/K une compactification lisse de la K-varie´te´ E d’e´quation
(X21 − xY 21 )(X22 − (1 + x)Y 22 )(X23 − x(1 + x)Y 23 ) = t.
On sait [3] que le groupe de Brauer d’un mode`le projectif et lisse Z est
engendre´ modulo Br(K) par l’e´le´ment d’ordre 2 de Br(K(Z)) de´fini par
A = (X21 − xY 21 , x+ 1) = (X21 − xY 21 , x(x+ 1)) =
(X23 − x(1 + x)Y 23 , x+ 1) + (t, x+ 1).
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Pour P parcourant les points ferme´s de P1k, on a vu que ZKP est KP -
rationnel. Ceci implique BrZKP = BrKP . La valeur de A(MP ) ∈ Br(KP )
ne de´pend donc pas du choix de MP ∈ Z(KP ).
On a H1(k,Z/2) = k×/k×2 ≃ Z/2. On a obstruction de re´ciprocite´ si l’on
a : ∑
P
Coresk(P )/k(δP (A(MP )) 6= 0 ∈ Z/2
Au point P de´fini par x = 0, x+ 1 est un carre´, donc AKP = 0.
Au point P de´fini par x =∞, x(x+ 1) est un carre´, donc AKP = 0.
Au point de´fini par x = −1, x est un carre´, on trouve AKP = (t, x + 1) ∈
Br(KP ), et donc
Coresk(P )/kδP (A(MP )) = 1 ∈ Z/2.
Conside´rons les points ferme´s P ∈ P1k ou` x et x + 1 sont des unite´s. Soit
ξ la classe de x dans le corps re´siduel κ(P ). Soit v la valuation sur le corps
re´siduel κ(P ), extension finie de k = C((t)).
Si v(ξ) < 0, alors x(x+ 1) est un carre´ dans KP , donc AKP = 0.
Si v(ξ) > 0, alors x+ 1 est un carre´ dans KP , donc AKP = 0.
Si v(ξ) = 0, alors x est un carre´ dans KP , donc AKP = (t, x+1), avec t et
x+ 1 unite´s en P , et donc ∂P (AKP ) = 0.
On obtient donc∑
P
Coresk(P )/k(δP (A(MP )) = 1 ∈ Z/2.
Il y a donc obstruction de re´ciprocite´ sur la courbe P1k, et Z(K) = ∅.

Dans cet exemple, E est un espace principal homoge`ne sous le K-tore T
obtenu en remplac¸ant t par 1 dans le membre de droite de l’e´quation de E.
La classe de A dans Br(Z) ⊂ Br(E) est constante en tout v ∈ Ω. Elle de´finit
donc un e´le´ment de B(E), dont l’image dans B(E) de´finit un e´le´ment γ ∈
X
2(K, T̂ ). La proposition 8.2 permet de traduire le calcul fait ci-dessus en
termes de l’accouplement
X
1(K, T )×X 2(K, T̂ )→ Q/Z(−1).
Remarques 8.4. — Dans l’exemple 2.10 (voir aussi [6, Exemple 2.6]), on
a exhibe´ des espaces principaux homoge`nes Y sous un K-tore T , avec∏
v Y (Kv) 6= ∅ tels que Bra(Yc) = 0 et Y (K) = ∅. D’apre`s le corollaire 8.3,
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on doit pouvoir expliquer cet exemple au moyen d’un e´le´ment explicite de
B(Y ), ou de X 2(K, T̂ ), mais cela ne semble pas imme´diat.
Les tores T dans les exemples mentionne´s sont K-rationnels. Pour un
tore K-rationnel sur un corps K = C((t))(C), c’est une conse´quence
de the´ore`mes d’Harbater, Hartmann et Krashen, et de travaux ante´rieurs,
que le principe local-global, par rapport a` l’ensemble de toutes les valua-
tions discre`tes de rang 1, vaut pour les espaces principaux homoge`nes de
K-groupes line´aires connexes K-rationnels [19, Cor. 8.11]. On doit donc
pouvoir aussi e´tablir Y (K) = ∅ en conside´rant un comple´te´ de K en une
place non triviale sur C((t)), et c’est de fait facile a` e´tablir dans le cas pre´sent.
9. Approximation faible
Soient k = C((t)) et K = k(C) le corps des fonctions d’une courbe.
Comme on a vu au de´but de l’article, le corps K est un corps “de type
arithme´tique” au sens de [25, §7].
9.1. Approximation faible pour les tores. — Etant donne´ T un K-tore, on
peut conside´rer le proble`me d’approximation faible par rapport aux places
v ∈ C(1). On note T (K) l’adhe´rence de T (K) dans le produit direct des
T (Kv). De meˆme, si S est un sous-ensemble fini non vide de C(1), on note
T (K)S l’adhe´rence de T (K) dans
∏
v∈S T (Kv). Le de´faut d’approximation
faible pour T est le conoyau de l’injection diagonale T (K)→∏v∈ΩK T (Kv),
ce dernier groupe e´tant muni de la topologie produit des topologies v-adiques.
Proposition 9.1. — Soit
1→ Q→ R→ T → 1
une re´solution flasque de T . Alors :
a) Les groupes H1(Kv, Q) sont nuls pour presque toute place v ∈ C(1), et
le groupe H1(K,Q) est fini.
b) Le de´faut d’approximation faible pour T est fini, et isomorphe au co-
noyau de la fle`che diagonale H1(K,Q) → ⊕v∈ΩK H1(Kv, Q), qui est un
homomorphisme de groupes finis.
De´monstration. — a) Soit v une place de bonne re´duction pour le K-tore
flasque Q. Alors H1(Ov, Q) se surjecte sur H1(Kv, Q) [8, Thm. 2.2], mais
H1(Ov, Q) = H
1(κv, Q) = 0 car cd(κv) = 1. Finalement H1(Kv, Q) est nul
en toute place de bonne re´duction de Q.
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Il existe un ouvert U ⊂ C sur lequel Q s’e´tend en un U-tore flasque,
notons-le Q [8, Prop. 1.5].
La fle`che H1(U,Q) → H1(K,Q) est surjective [8, Thm. 2.2]. Comme
H1(K,Q) est annule´ par un entier n > 0, la fle`che se factorise par
H1(U,Q)/n, qui est un sous-groupe du groupe H2(U, nQ), qui est fini
(Lemme 4.4). Donc H1(K,Q) est fini.
b) Comme le tore R est quasi-trivial, on a H1(K,R) = H1(Kv, R) = 0
pour toute place v. On en de´duit, pour tout sous-ensemble fini non vide S de
C(1), un diagramme commutatif a` lignes exactes :
R(K) −−−→ T (K) −−−→ H1(K,Q) −−−→ 0y
y
y∏
v∈S R(Kv) −−−→
∏
v∈S T (Kv) −−−→
∏
v∈S H
1(Kv, Q) −−−→ 0
ou` les groupes sur la verticale de droite sont finis. Le tore quasi-trivial (donc
K-rationnel) R ve´rifie l’approximation faible. On en de´duit une suite exacte
0→ T (K)S →
∏
v∈S
T (Kv)→ Coker[H1(K,Q)→
⊕
v∈S
H1(Kv, Q)].
Comme H1(Kv, Q) = 0 en dehors de l’ensemble fini S0 des places de mau-
vaise re´duction de Q, on obtient le re´sultat. 
Remarque 9.2. — Si le Kv-tore T est de´ploye´ par une extension cyclique,
alors H1(Kv, Q)=0. On peut ainsi “diminuer” le nombre de places de mau-
vaise re´duction a` conside´rer. De fait, dans la pre´sente situation, en une place
de bonne re´duction, le tore est bien de´ploye´ par une extension cyclique, car
toute extension de C((t)) est cyclique.
Soit F un module galoisien fini sur K = C((t))(C). Il s’e´tend en faisceau
e´tale F sur un ouvert non vide U ⊂ C. Pour tout entier i ≥ 0, le produit
restreint Pi(F ) ⊂ ∏v∈C(1) H i(Kv, F ) est le sous-groupe forme´ des familles
{ξv} avec ξv ∈ H i(Ov, F ) pour presque tout v ∈ U . Pour tout module galoi-
sien M , et tout ensemble fini S de C(1), on note X iS(M) le sous-groupe de
H i(K,M) constitue´ des classes nulles en dehors de S.
En particulier le sous-groupe X iω(M) des classes nulles presque partout
est la limite inductive (sur l’ensemble des S finis) des X iS(M).
Proposition 9.3. — Soit F un module galoisien fini sur K = C((t))(C), de
dual F̂ .
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Les applications de dualite´ locale
H1(Kv, F )×H1(Kv, F̂ )→ Q/Z(−1)
de la proposition 3.3 induisent des applications P1(F ) → H1(K, F̂ )D et∏
v∈S H
1(Kv, F )→X 1S(F̂ )D.
(a) On a une suite exacte de groupes abe´liens
H1(K,F )→ P1(F )→ H1(K, F̂ )D.
(b) Si S est un sous-ensemble fini non vide de C(1), on a une suite exacte
de groupes abe´liens
H1(K,F )→
∏
v∈S
H1(Kv, F )→X 1S(F̂ )D →X 1(F̂ )D → 0.
Le groupe H1(K, F̂ ) est en ge´ne´ral infini. Dans la seconde suite, les
groupes autres que H1(K,F ) sont finis. La finitude de X 1S(F̂ ) re´sulte de la
proposition 4.2 et du lemme 4.4.
De´monstration. — La de´monstration est entie`rement analogue a` celle de [14,
Prop. 2.1], avec la diffe´rence qu’ici le corps K est de dimension cohomolo-
gique 2. On passe par la dualite´ d’Artin-Verdier (Prop. 5.1 ci-dessus) pour
les faisceaux e´tales finis sur un ouvert de la courbe C pour obtenir le pre-
mier e´nonce´. On en de´duit le second en utilisant la dualite´ locale (Prop. 3.3),
comme dans [14, Lemma 3.1]. 
The´ore`me 9.4. — Soit T un K-tore.
Soit S un ensemble fini non vide de places de K. Alors on a une suite exacte
de groupes abe´liens
0→ T (K)S →
∏
v∈S
T (Kv)→X 2S(T̂ )D →X 2(T̂ )D → 0,
l’application ∏
v∈S
T (Kv)→X 2S(T̂ )D
e´tant induite par les applications de dualite´ locale
T (Kv)×H2(Kv, T̂ )→ Q/Z(−1)
de la proposition 3.4.
Dans cette suite exacte, l’image de
∏
v∈S T (Kv) → X 2S(T̂ )D est un
groupe fini.
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Noter que l’application
∏
v∈S T (Kv) → X 2S(T̂ )D est continue via la re-
marque 3.5.
De´monstration. — On montre d’abord deux lemmes :
Lemme 9.5. — La suite de groupes abe´liens
T (K)→
∏
v∈S
T (Kv)→X 2S(T̂ )D
est un complexe.
On note d’abord qu’on a des accouplements locaux
H0(Khv , T )×H2(Khv , T̂ ) = H2(Kv, T̂ )→ BrKhv = BrKv ≃ Q/Z(−1)
qui sont compatibles avec les accouplements analogues faisant intervenir
H0(Kv, T ) au lieu de H0(Khv , T ). Il suffit donc de de´montrer que la suite
T (K)→
∏
v∈S
T (Khv )→X 2S(T̂ )D
est un complexe, la dernie`re fle`che e´tant induite par les accouplements locaux.
Soient t ∈ T (K) et α ∈X 2S(T̂ ). Soit U un ouvert affine non vide de C tel
que T s’e´tende en un U-tore T avec de plus : t ∈ T (U) = H0(U, T ) et α se
rele`ve en un e´le´ment (encore note´ α) de H2(U, T̂ ). On peut supposer (quitte
a` restreindre U et a` augmenter S) que S = C − U . Soient (tv) l’image de t
dans
∏
v∈S T (K
h
v ) et θ l’image de (tv) dans X 2S(T̂ )D. Alors
θ(α) =
∑
v∈S
〈tv, αv〉
est aussi donne´ par l’accouplement d’Artin-Verdier 〈u, α〉, ou` u est l’image
de (tv) dans H1c (U, T ) car on a compatibilite´ entre accouplement d’Artin-
Verdier et accouplements locaux (lemme 6.1). Mais u est nul via la suite de
localisation [24, Prop. II.2.3 p. 166]
H0(U, T )→
⊕
v∈S
H0(Khv , T )→ H1c (U, T ).
Ceci de´montre le premier lemme.
Lemme 9.6. — La suite de groupes abe´liens
0→ T (K)S →
∏
v∈S
T (Kv)→X 2S(T̂ )D
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est exacte, et l’image de
∏
v∈S T (Kv)→X 2S(T̂ )D est un groupe fini.
L’exactitude se montre comme dans le Th. 3.3. de [14], en se ramenant (par
le lemme d’Ono) au cas ou` T admet une re´solution
0→ F → R→ T → 0
avec F fini et R tore quasi-trivial. On a alors le diagramme commutatif
(9.1)
R(K) −−−→ T (K) −−−→ H1(K,F ) −−−→ 0y
y
y∏
v∈S R(Kv) −−−→
∏
v∈S T (Kv) −−−→
∏
v∈S H
1(Kv, F ) −−−→ 0y
y
y
X
2
S(R̂)
D −−−→ X 2S(T̂ )D −−−→ X 1S(F̂ )D −−−→ 0
ou` les suites horizontales sont exactes, les suites verticales sont des com-
plexes, et la suite verticale de droite est exacte par la proposition 9.3.
Le tore R est quasi-trivial. La proposition 2.6 montre que l’on a X 2S(R̂) =
X
2(R̂). Ceci implique que l’application
∏
v∈S R(Kv)→X 2S(R̂)D est nulle.
Du diagramme on conclut que la fle`che
∏
v∈S T (Kv) → X 2S(T̂ )D se fac-
torise par le groupe fini
∏
v∈S H
1(Kv, F ).
Le tore R e´tant quasitrivial satisfait l’approximation faible. L’adhe´rence de
T (K) dans
∏
v∈S T (Kv) est le sous-groupe ouvert d’indice fini engendre´ par
T (K) et l’image de
∏
v∈S R(Kv) →
∏
v∈S T (Kv). Notons AS(T ) le groupe
fini quotient de
∏
v∈S T (Kv) par l’adhe´rence de T (K).
Du diagramme on de´duit un homomomorphisme AS(T ) → X 2S(T̂ )D qui
compose´ avec X 2S(T̂ )D →X 1S(F̂ )D est injectif. Ainsi AS(T )→X 2S(T̂ )D
est aussi injectif.
Remarque 9.7. — Conservons les notations de la de´monstration. De la suite
exacte
0→ T̂ → R̂→ F̂ → 0
on de´duit une suite exacte (de´finissant le groupe B)
0→X 1S(F̂ )→X 2S(T̂ )→X 2S(R̂)→ B → 0,
et l’on ve´rifie que groupe B est annule´ par le carre´ de l’ordre du groupe fini
F̂ . Comme R̂ est un module de permutation, la proposition 2.6 montre que
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l’on a
X
2(R̂) = X 2S(R̂) = X
2
ω(R̂)
et que ce groupe est divisible. Comme B est annule´ par un entier non nul, ceci
implique B = 0. La suite infe´rieure dans le diagramme (9.1) est donc exacte
aussi a` gauche. Le groupe X 2S(R̂)D est sans torsion.
S’il en e´tait besoin, ceci permettrait de donner une de´monstration alter-
native du lemme 9.5, a` savoir que la verticale me´diane dans le diagramme
(9.1) est un complexe. Soit en effet ξ ∈ T (K). Soit ρ ∈ X 2S(T̂ )D son
image par l’application compose´e. Comme la verticale de droite est un com-
plexe, ceci implique qu ρ = σ avec σ dans le sous-groupe sans torsion
X
2
S(R̂)
D ⊂ X 2S(T̂ )D. Comme H1(K,F ) est annule´ par l’ordre n de F ,
on voit que nξ est image de η ∈ R(K). L’image de η par l’application com-
pose´e dans X 2S(R̂)D est nulle. On a donc nσ = 0 mais comme X 2S(R̂)D est
sans torsion, σ = 0 et donc ρ = 0.
Remarque 9.8. — On voit ainsi que l’adhe´rence du groupe T (K) dans∏
v∈S T (Kv) a son image nulle dans X 2S(T̂ )D. On aurait pu e´tablir ce fait di-
rectement en rappelant que l’application
∏
v∈S T (Kv) →
∏
v∈S H
2(Kv, T̂ )
D
est continue. On obtient ainsi une de´monstration qui n’utilise pas l’e´galite´
X
2
S(R̂) = X
2(R̂).
Pour finir la preuve du the´ore`me, il faut e´tablir l’exactitude des trois der-
niers termes ∏
v∈S
T (Kv)→X 2S(T̂ )D →X 2(T̂ )D → 0.
Celle-ci se montre comme dans le The´ore`me 3.3. de [14].
On part de la suite exacte e´vidente de groupes discrets de torsion
0→X 2(T̂ )→X 2S(T̂ )→
⊕
v∈S
H2(Kv, T̂ ).
Par dualite´ on obtient une suite exacte de groupes compacts∏
v∈S
H2(Kv, T̂ )
D →X 2S(T̂ )D →X 2(T̂ )D → 0,
ou` les fle`ches sont continues.
Par dualite´ locale, on a une application
θ :
∏
v∈S
T (Kv)→
∏
v∈S
H2(Kv, T̂ )
D
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qui a une image dense ; l’application θ est continue via la remarque 3.5.
Il suffit alors de montrer que l’image de l’application compose´e∏
v∈S
T (Kv)→
∏
v∈S
H2(Kv, T̂ )
D →X 2S(T̂ )D
coı¨ncide avec celle de l’application continue∏
v∈S
H2(Kv, T̂ )
D →X 2S(T̂ )D.
D’apre`s le lemme 9.6, l’image de l’application compose´e ci-dessus est finie.
La densite´ de l’image de θ assure alors que l’image de l’application compose´e
coı¨ncide avec celle de
∏
v∈S H
2(Kv, T̂ )
D →X 2S(T̂ )D. 
Corollaire 9.9. — On a une suite exacte de groupes abe´liens
0→ T (K)→
∏
v∈ΩK
T (Kv)→X 2ω(T̂ )D →X 2(T̂ )D → 0,
ou` l’image de l’application
∏
v∈ΩK
T (Kv) → X 2ω(T̂ )D est un groupe fini.
Plus pre´cise´ment, soit S un ensemble fini de places contenant toutes les places
de mauvaise re´duction de T . Alors AS(T ) = A(T ) et X 2S(T̂ ) = X 2ω(T̂ ).
De´monstration. — Soit S ′ ensemble fini de places avec S ⊂ S ′. On a alors
un diagramme commutatif
0 −−−→ AS′(T ) −−−→ X 2S′(K, T̂ )D −−−→ X 2(K, T̂ )D −−−→ 0y
y
y
0 −−−→ AS(T ) −−−→ X 2S(K, T̂ )D −−−→ X 2(K, T̂ )D −−−→ 0
La fle`che de droite est un isomorphisme, la fle`che de gauche est une surjection
de groupes finis. De`s que S contient toutes les places de mauvaise re´duction
de T , la proposition 9.1 montre que la projectionAS′(T )→ AS(T ) est un iso-
morphisme. On conclut qu’il en est de meˆme pour la fle`che verticale me´diane,
et donc que pour S contenant toutes les places de mauvaise re´duction pour T ,
on a X 2S(K, T̂ ) = X
2
ω(K, T̂ ). 
Remarque 9.10. — Il se peut tre`s bien que les deux groupes X 2ω(T̂ ) et
X
2(T̂ ) soient infinis, mais X 2(T̂ ) est toujours d’indice fini dans X 2ω(T̂ )
par le corollaire 9.9. Les deux groupes sont e´gaux pour un tore quasi-trivial,
et plus pre´cise´ment e´gaux si et seulement si l’approximation faible vaut pour
T . Noter aussi qu’on ne peut pas comme dans le cas ou` K est un corps de
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nombres identifier le dual de X 2(T̂ ) avec X 1(T ) car en ge´ne´ral X 2(T̂ )
contient une partie divisible non triviale.
Le the´ore`me suivant est le substitut, dans le pre´sent contexte, de la suite
exacte de Voskresenskiıˇ pour les tores sur un corps de nombres ([32], Chap.
4, Section 11.6, Th. page 120, ou encore [28], Th. 9.2.ii) et [8], Prop. 9.5).
The´ore`me 9.11. — Soit K = C((t))(C) comme ci-dessus, et soit T un K-
tore. Soit A(T ) le groupe fini mesurant le de´faut d’approximation faible et
X (T ) le groupe fini mesurant le de´faut du principe de Hasse pour les espaces
principaux homoge`nes sous T . On a une suite exacte de groupes finis
0→ A(T )→ [X 2ω(K, T̂ )/Div]D →X 1(K, T )→ 0.
De´monstration. — La de´monstration du corollaire ci-dessus e´tablit que le
groupe X 2(K, T̂ ) est d’indice fini dans X 2ω(K, T̂ ). Leurs sous-groupes di-
visibles maximaux coı¨ncident donc. Comme A(T ) est fini, du corollaire 9.9
on de´duit une suite exacte de groupes finis
0→ A(T )→ [X 2ω(K, T̂ )/Div]D → [X 2(K, T̂ )/Div]D → 0.
Le the´ore`me 7.2 identifie le groupe [X 2(K, T̂ )/Div]D avec X 1(K, T ). 
On a une inclusion X 2cyc(T̂ ) ⊂X 2ω(T̂ ), donc une application
X
2
cyc(T̂ )→X 2ω(T̂ )/Div
qui induit une application
[X 2ω(T̂ )/Div]
D →X 2cyc(T̂ )D.
On a un isomorphisme entre X 2cyc(T̂ ) et le sous-groupe BreTc du groupe de
Brauer non ramifie´ d’une compactification lisse Tc de T forme´ des e´le´ments
nuls en l’e´le´ment neutre. L’application compose´e
A(T )→ BreTDc
est induite par l’accouplement de re´ciprocite´ (cf. [16], preuve du Th. 6.1.).
On va voir qu’en ge´ne´ral cette application n’est pas injective, en construisant
maintenant un exemple qui montre que, contrairement au cas ou` K est un
corps de nombres, le de´faut d’approximation faible d’un K-tore n’est pas
toujours controˆle´ par son groupe de Brauer non ramifie´ (cette assertion e´tant
valide une fois la compatibilite´ ci-dessus ve´rifie´e).
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Lemme 9.12. — Il existe une courbe sur C((t)) de corps de fonctions K,
telle que K posse`de deux extensions galoisiennes K1, K2 de groupes de
Galois respectifs Z/4 et Z/2, ve´rifiant : l’extension K1/K est totalement
de´compose´e en tout point ferme´ de C et l’extension K2/K a au moins un
sous-groupe de de´composition non cyclique.
De´monstration. — Soit E la courbe elliptique sur C d’e´quation affine y2 =
x(x − 1)(x − 2). Soit E ′ → E une isoge´nie de noyau Z/4 ; soit X → E
un reveˆtement galoisien de groupe (Z/2)2, totalement ramifie´ en un certain
point m ∈ E(C), par exemple le reveˆtement donne´ par √x− x0,√y − y0,
ou` y20 = x0(x0 − 1)(x0 − 2) 6= 0. Soient K, K1, K2 les corps de fonctions
respectifs de de E ×C C((t)), E ′ ×C C((t)), X ×C C((t)). Alors K1/K est
totalement de´compose´ en toute place de v car le reveˆtement E ′ → E est
e´tale au-dessus du corps alge´briquement clos C, donc totalement de´compose´
partout. De plus, en la place v deE×CC((t)) correspondant au point ferme´ au-
dessus de m, l’extension (K2)v/Kv est totalement ramifie´e, donc son groupe
de Galois reste (Z/2)2. 
Lemme 9.13. — Il existe un module galoisien fini M sur K tel que le groupe
X
1
ω(M) contienne strictement X 1(M) +X 1cyc(M).
De´monstration. — On commence par prendre (via le lemme pre´ce´dent) des
extensions K1, K2 de K, de groupes de Galois respectifs D = Z/4 et H =
(Z/2)2, ve´rifiant :
a) K1/K est totalement de´compose´e en tout point ferme´ v de C.
b) K2/K a au moins un sous-groupe de de´composition (disons en v0) non
cyclique, i.e. e´gal a` H .
Les extensions galoisiennes K1 et K2 de K sont line´airement disjointes vu
que K1 est totalement de´compose´e en v0 tandis que K2 est inerte.
Posons L = K1.K2, c’est une extension galoisienne de K de groupe G =
D×H ≃ Z/4× (Z/2)2, ou` H = H × 1 est le groupe de Galois de L sur K1,
et D = 1×D est le groupe de Galois de L sur K2.
Rappelons que presque tous les groupes de de´composition sont cycliques.
L’hypothe`se a) donne que tous les groupes de de´composition dans G sont
inclus dans H .
Soit M un G-module fini. Soit α ∈ H1(G,M). Alors :
i) Pour qu’on ait α ∈ X 1(G,M), il faut que la restriction αH a` H soit
nulle car le groupe de de´composition Gv0 est H .
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ii) Pour qu’on ait α ∈ X 1cyc(G,M), il faut que αD soit nulle car D est un
sous-groupe cyclique de G.
iii) Pour qu’on ait α ∈ X 1ω(G,M), il suffit que l’on ait αD′ = 0 pour tout
sous-groupe cyclique D′ de H , puisque pour presque toute v, Gv est l’un de
ces sous-groupes.
En prenant alors pour M le noyau de l’augmentation Z/16[G]→ Z/16, on
obtient (cf. Sansuc [28], p. 22) :
X
1(G,M) ⊂ Z/4; X 1cyc(G,M) ⊂ Z/4; X 1ω(G,M) = Z/8.
On a de fait H1(G, IG) = Z/16, le premier et le second groupe sont
dans 4.(Z/16), et le troisie`me est 2.(Z/16). Ceci montre que X 1ω(G,M)
contient strictement le groupe X 1cyc(G,M) + X 1(G,M). On observe
alors qu’on a X 1cyc(K,M) ⊂ X 1cyc(G,M) car l’image de tout e´le´ment
de X 1cyc(K,M) dans H1(L,M) est dans X 1cyc(L,M), qui est nul (rap-
pelons que le module galoisien M est de´ploye´ par L), donc appartient a`
H1(G,M) ∩ X 1cyc(K,M) = X 1cyc(G,M). Soit alors α un e´le´ment de
X
1
ω(G,M) qui n’est pas dans X 1cyc(G,M) + X 1(G,M), alors α ne peut
pas s’e´crire β + γ avec β ∈ X 1cyc(K,M) et γ ∈ X 1(K,M), sinon γ
serait aussi dans X 1(G,M) d’apre`s ce qui pre´ce`de. Finalement X 1ω(K,M)
contient strictement X 1cyc(K,M) +X 1(K,M). 
Proposition 9.14. — Il existe un K-tore T tel que le complexe
0→ T (K)→
∏
v∈ΩK
T (Kv)→X 2cyc(T̂ )D
ne soit pas exact.
De´monstration. — Pour tout module galoisien fini M , le groupe X 1ω(M)
est fini (voir Prop. 4.6). Comme ce groupe est la re´union des X 1S(M) pour S
fini, il existe un ensemble fini S de places telle que X 1S(K,M) = X 1ω(M).
Soit M le module galoisien fini du lemme pre´ce´dent, et soit S fini tel que
X
1
S(M) = X
1
ω(M). Soit F le dual de M . On plonge F dans un tore quasi-
trivial R et on note T := R/F le tore quotient. On a donc une suite exacte de
modules galoisiens de type fini
0→ T̂ → P̂ →M → 0.
Quitte a` agrandir S, on peut d’apre`s ce qui a e´te´ vu plus haut, supposer
X
2
S(T̂ ) = X
2
ω(T̂ ).
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On a un diagramme commutatif
X
1
cyc(M) −−−→ X 1ω(M)y
y
X
2
cyc(T̂ ) −−−→ X 2ω(T̂ )
ou` les fle`ches horizontales sont des inclusions. Comme les groupesH1(K, R̂),
H1(Kv, R̂) et X 2cyc(R̂) sont nuls, les fle`ches verticales sont injectives, et
X
1
cyc(M)
≃→X 2cyc(T̂ ).
Comme le groupe fini X 1ω(M) contient strictement X 1(M)+X 1cyc(M),
il existe un e´le´ment non nul f de X 1S(M)D qui est non nul, mais s’annule sur
X
1(M) +X 1cyc(M).
La suite exacte
H1(K,F )→
∏
v∈S
H1(Kv, F )→X 1S(M)D →X 1(M)D → 0
(proposition 9.3) permet donc de relever f en un (fv) ∈
∏
v∈S H
1(Kv, F ).
Comme H1(Kv, R) = 0, ce (fv) se rele`ve lui-meˆme en un e´le´ment (tv) de∏
v∈S T (Kv). On a un diagramme commutatif de complexes
T (K) −−−→ H1(K,F )y
y∏
v∈S T (Kv) −−−→
∏
v∈S H
1(Kv, F )y
y
X
2
S(T̂ )
D −−−→ X 1S(M)D
Maintenant, on observe que :
a) Le compose´∏
v∈S
T (Kv)→X 2S(T̂ )D = X 2ω(T̂ )D →X 2cyc(T̂ )D
s’annule sur l’e´le´ment (tv), car f s’annule sur X 1cyc(M), et on a aussi un
isomorphisme X 1cyc(M)
≃→X 2cyc(T̂ ).
b) L’e´le´ment (tv) n’est pas dans l’adhe´rence de T (K). Sinon son image
(fv) ∈
∏
v∈S H
1(Kv, F ) proviendrait de H1(K,F ), et d’apre`s la proposi-
tion 9.3 l’image f de (fv) dans X 1ω(M)D serait nulle, ce qui n’est pas le cas
par construction.
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
Remarque 9.15. — A contrario, on voit facilement que si T est un tore
admettant une re´solution comme ci-dessus mais avec M = F̂ ve´rifiant
X
1
ω(M) = X
1(M) +X 1cyc(M), alors le complexe
0→ T (K)→
∏
v∈ΩK
T (Kv)→X 2cyc(T̂ )D
est bien exact.
Corollaire 9.16. — Il existe un K-tore flasque Q tel que le complexe
H1(K,Q)→
⊕
v∈Ω
H1(Kv, Q)→ H1(K, Q̂)D
ne soit pas exact.
On n’a donc pas de suite exacte de Poitou-Tate “comple`te” pour un tore
dans notre cadre.
De´monstration. — Soient K et T comme dans la proposition 9.14.
Conside´rons une re´solution flasque
1→ Q→ R→ T → 1→ 0
de T . Notons de´ja` que le tore Q e´tant flasque, on a, pour S ensemble fini de
places contenant toutes les places de mauvaise re´duction
H1(K, Q̂) = X 1cyc(Q̂) = X
1
ω(Q̂) = X
1
S(Q̂)
car un tore flasque qui est de´ploye´ par une extension cyclique est facteur direct
d’un tore quasi-trivial. Par ailleurs on a un diagramme commutatif a` lignes
exactes
R(K) −−−→ T (K) −−−→ H1(K,Q) −−−→ 0y
y
y∏
v∈S R(Kv) −−−→
∏
v∈S T (Kv) −−−→
∏
v∈S H
1(Kv, Q) −−−→ 0y
y
X
2
cyc(T̂ )
D ≃−−−→ X 1cyc(Q̂)D −−−→ 0
et la proposition 9.14 nous dit qu’on peut prendre S tel que la suite
T (K)S →
∏
v∈S
T (Kv)→X 2cyc(T̂ )D
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ne soit pas exacte. Comme R(K) est dense dans
∏
v∈S R(Kv), une chasse au
diagramme donne alors que la dernie`re colonne ne peut pas eˆtre exacte, 
Remarque 9.17. — Comme nous l’a signale´ T. Szamuely, la the´orie du corps
de classes fonctionne bien sur un corps du type k(C), avec k quasi fini, a`
condition d’avoir la condition supple´mentaire H1(k, J) = 0, ou` J est la jaco-
bienne de la courbe C (voir [26] et [24], Chapitre I, Appendice A), condition
qui est ve´rifie´e si k est fini mais pas toujours si k = C((t)). La proposition 9.3
permet de faire le lien avec cette the´orie : en effet cette propostion combine´e
au the´ore`me 6.2 pour F = µn donne une suite exacte :
K∗/K∗
n →
′∏
v
K∗v/K
∗n
v → ΓabK /n→X 2(µn)→ 0
ou` ΓK est le groupe de Galois absolu de K et
∏′
de´signe le produit restreint.
Soit IK =
∏′
K∗v le groupe des ide`les de K et CK = IK/K∗ son groupe
des classes d’ide`les. La nullite´ de H1(k, J) implique celle de X 2(µn) (pro-
positions 2.1 iii) et 2.9 ii)), ce qui permet sous cette hypothe`se d’en de´duire
facilement qu’on a une application de re´ciprocite´ CK → ΓabK d’image dense,
comme dans le cas classique ou` k est fini. Sans la nullite´ de X 2(Gm), on voit
qu’il subsiste une obstruction a` la densite´ de l’application de re´ciprocite´ (obs-
truction qui disparaıˆt si on remplace K par son extension abe´lienne maximale
totalement de´compose´e en tous les points ferme´s de C).
10. Groupes alge´briques line´aires
Soit K = C((t))(C) le corps des fonctions d’une courbe C projective,
lisse, ge´ome´triquement connexe sur le corps C((t)). On note Kv le comple´te´
de K en une place v ∈ Ω, ou` Ω est l’ensemble des places associe´es aux points
ferme´s de C.
10.1. Rappels. — Dans [4], on a de´crit de nombreuses proprie´te´s des
groupes alge´briques line´aires connexes sur divers corps de “dimension” 2,
mais le cas des corps C((t))(C) n’y avait pas e´te´ pris en conside´ration. Ceci
fut rectifie´ dans l’expose´ de Parimala [25]. Les e´nonce´s qui suivent sont pour
l’essentiel contenus dans le §6 et le §7 de son expose´. Leur de´monstration
utilise les proprie´te´s des corps C((t))(C) rappele´s au §1 du pre´sent article :
proprie´te´ C2, et coı¨ncidence de l’exposant et de l’indice des alge`bres simples
centrales sur un tel corps.
Soit G un K-groupe alge´brique line´aire connexe.
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• Les quotients G(K)/R et G(Kv)/R par la R-e´quivalence sont finis. Si G
est simplement connexe, ils sont triviaux.
• Pour G semisimple simplement connexe sur un corps K = C((t))(C)
et S un ensemble fini de points ferme´s v de C, on a l’approximation faible :
l’application naturelle
G(K)→
∏
v∈S
G(Kv)
a une image dense. Pour le voir, il suffit d’adapter la de´monstration de [4,
Thm. 4.7].
• Si G est simplement connexe, on a H1(K,G) = 0 et H1(Kv, G) = 0.
C’est un cas particulier de [4, Thm. 1.2].
• Un K-groupe semisimple simplement connexe sans facteur de type An
est une K-varie´te´ K-rationnelle. C’est un cas particulier de [4, Thm. 1.5 ;
Thm. 4.3].
10.2. Obstruction au principe local-global pour les espaces principaux
homoge`nes. — Le the´ore`me suivant (qui s’e´tend imme´diatement au cas non
re´ductif par trivialite´ de la cohomologie galoisienne des unipotents en ca-
racte´ristique ze´ro) est l’analogue du the´ore`me 8.5 de Sansuc [28].
On utilise ici les notations introduites aux paragraphes 8.1 et 8.2.
The´ore`me 10.1. — Si G est un K-groupe line´aire connexe re´ductif, l’en-
semble X 1(K,G) est fini.
On a un accouplement
X
1(K,G)×B(G)→ Q/Z,
fonctoriel et multiplicatif en G, compatible a` toute application X 1(K,G)→
X
2(K,µ) de´duite d’une K-isoge´nie H → G de noyau µ.
Cet accouplement est non de´ge´ne´re´ a` gauche. Si G est semisimple, l’ac-
couplement est non de´ge´ne´re´ des deux coˆte´s.
Pour E un espace principal homoge`ne sous G, ayant des points dans tous
les Kv, on a un isomorphisme naturel θ : B(E)→ B(G) et pour α ∈ B(E),
l’obstruction au principe de Hasse sur E associe´e a` α, soit ρE(α) ∈ Q/Z,
coı¨ncide avec < E, θα >∈ Q/Z.
De´monstration. — (esquisse) La me´thode e´tant analogue a` celle de [28],
nous allons nous contenter d’en rappeler les grandes e´tapes. On trouvera une
autre me´thode, base´e sur l’hypercohomologie des complexes de tores, dans
[22] ; cette autre me´thode donne en outre le fait que le noyau a` droite de l’ac-
couplement est le sous-groupe divisible maximal de B(G).
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Une suite exacte
1→ µ→ H ×K P → G→ 1,
avec H semisimple simplement connexe, P un K-tore quasitrivial et µ un
K-groupe fini central dans H × P de´finit ce que l’on appelle un reveˆtement
spe´cial d’un K-groupe re´ductif G. Pour tout K-groupe re´ductif G, il existe
un entier n > 0 tel que Gn admette un tel reveˆtement ([28], Lemme 1.10).
Compte tenu des annulations H1(K,P ) = 0 (P quasitrivial) et H1(K,H) =
0 (vu ci-dessus), une telle suite exacte induit une application
X
1(K,G)→X 2(K,µ)
dont le noyau est trivial.
D’apre`s Sansuc on a un isomorphisme ([28, Cor. 7.4])
H1(K, µ̂)
≃→ Ker[Bra(G)→ Bra(H ×K P )]
et un isomorphisme ([28, Lemme 6.9])
Bra(H ×K P )] ≃→H2(K, P̂ ),
ceci sur tout corps K et de fac¸on fonctorielle en le corps K. On obtient ainsi
une suite exacte
0→X 1(K, µ̂)→ B(G)→X 2(K, P̂ ).
Le the´ore`me 6.2 fournit une dualite´ de groupes finis
X
1(K, µ̂)×X 2(K,µ)→ Q/Z.
On de´finit alors comme dans [28], Prop. 8.1) un accouplement
X
1(K,G)×B(G)→ Q/Z
a` la Brauer–Manin, en utilisant le fait que B(E) = B(G) pour E un espace
principal homoge`ne de G ([28], Lemme 6.8). L’accouplement ainsi de´fini est
compatible avec celui ci-dessus via X 1(K, µ̂) → B(G) (preuve identique a`
celle de [28], Th 8.5).
On obtient en fin de compte que l’accouplement
X
1(K,G)×B(G)→ Q/Z
est non de´ge´ne´re´ a` gauche. Pour E un espace principal homoge`ne sous un K-
groupe re´ductif, l’obstruction de Brauer-Manin associe´e a` Br(E) (et meˆme a`
son sous-groupe B(E)) est la seule obstruction au principe de Hasse.
Si enfin G est suppose´ semi-simple, alors son reveˆtement simplement
connexe
1→ µ→ G˜→ G→ 1
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induit, compte tenu des proprie´te´s des corps K et Kv mentionne´es en 10.1,
une bijection X 1(K,G) ≃→X 2(K,µ) (cas particulier de [11], Th. 5.7.i).
D’apre`s Sansuc ([28], Th. 7.2) et compte tenu du fait que Bra(G˜) = 0 sur
tout corps K (car G˜ est semi-simple simplement connexe), on a alors un iso-
morphisme X 1(K, µˆ) ≃→ B(G), ce qui implique que l’accouplement
X
1(K,G)×B(G)→ Q/Z
est dans ce cas non de´ge´ne´re´ des deux coˆte´s.

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